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第一章 量子力学基础和原子结构 

§11量子力学建立的实验和理论背景 

1. 黑体辐射问题和普朗克的量子假说 

黑体辐射问题：黑体可以吸收全部外来辐射。黑体受热会辐射能量。若以 Eν表示黑体辐射的能量，Eνdν表 

示频率在ν到 v+d(范围内、单位时间、单位表面积上辐射的能量。以 E(对(作图，得到能量分布曲 

线。从经典物理推出的公式无法解释黑体辐射的能量分布曲线：1)从粒子角度，由经典热力学得 

到维恩公式，只适用于高频范围；2)从波动角度，由经典电动力学和统计物理理论得到瑞利金 

斯公式，只适用于低频范围。 

普朗克的量子假说：普朗克首先提出一个经验公式，和实验结果一致。在寻求理论上的解释时， 

发现经典物理学是无法解决这个问题。要使新的公式成立，必须假设能量在发射和吸收的时候， 

不是连续不断，而是分成一份一份的。而经典物理认为一切自然的过程都是连续不断的。 

�  = 1 \  � ①� * GB3  假设黑体内的分子、原子以不同的频率做简谐振动，这种做简谐振动的分 

子、原子称为谐振子。 

�  = 2 \  � ②� * GB3  对于振动频率为(0的谐振子，能量具有最小单位ε0，该谐振子的能量 E只能 

是ε0 的整数倍，而不能是其它值，即 

E=nε0  n=1,2,3…  (111) 

③能量的最小单位ε0 称为能量子，或量子，它和振动频率ν0 有如下关系： 

ε0=hν0  (112) 

其中 h为常数，大小为 6.626×10 34 J⋅s，称为普朗克常数， 

④谐振子吸收或发射能量时，能量的变化为 

∆E=|E1E2|=|n1ε0n2ε0|=|n1n2|ε0  (113) 

即，能量的吸收和发射不是连续的，必须以量子的整数倍一份一份的进行。这种物理量的不连续变化称 

为量子化。
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2. 光电效应和爱因斯坦的光量子论 

光电效应：光照在金属表面上，金属发射出电子的现象。金属中的电子从光获得足够的能量而逸出金属表 

面，称为光电子，由光电子组成的电流叫光电流。 

光电效应的实验事实： 

①对于特定的金属，电子是否逸出，决定于光的频率，与光的强度无关。即，入射光的频率ν必须大于某个 

特定值ν0，ν0 称为临阈频率。 

②对于ν>(0的入射光，一经照射，电子立即逸出，没有时间上的延迟。即，没有能量的积累过程。 

�  = 3 \* GB3 � ③� 逸出电子的动能随光的频率而增加，与光的强度无关。 

�  = 4 \* GB3 � ④� 逸出电子的数量，决定于光的强度，与频率无关，即，光的强度越大，逸出 

的电子越多。 

经典电磁理论的困难： 光是波动，其能量由波的强度决定，光的强度越大， 光电子的动能应越大； 

电子吸收光的能量是一个连续积累的过程，低强度的光长时间照射应该能使光电子逸出；频率是 

单位时间内的振动次数，频率越高，振动就越频繁，应该使更多的电子逸出。这些都和实验事实 

不符，无法解释光电效应。 

爱因斯坦的光量子论： 

   = 1 \* GB3①光的能量是不连续的，最小的能量单位ε0称为光量子，后称光子。光子的能量为 

ν ε  h = 0  ，ν是光的频率  (114) 

②光是以光速c运动的光子流，光的强度正比于光子的密度ρ，ρ为单位体积内光子的数目。 

③根据质能方程E=mc 2 ，光子具有运动质量， 

2 / c E m =  (115) 

此外，根据相对论原理，有 
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其中，m0为静质量(速度υ为零时的质量)。光子的速度υ=c，所以静质量m 0 为0，即光子没有静止质量。 

④光子有动量p， 

p= mc = E/c = hν/c =h/λ  (116) 

⑤光子和电子碰撞，光子消失，并把能量hν转移给电子。电子吸收的能量，一部分用于克服金属对它的 

束缚力，即，逸出功W0，剩余的为光电子的动能T。 

在临阈频率 v0，光刚好能使电子逸出，此时光电子的动能 T=0为零，所以，逸出功为 

W0= hv0  (117) 

光子与电子碰撞时服从能量守恒和动量守恒定律， 

2 
0 0  2 

1 
υ ν ν  m h T W h + = + =  (118) 

光量子论的实验证据： 

光量子论和经典电磁理论中光的波动图象不一致，它假设光由小的基本单位组成，是粒子说的翻版。 

康普顿实验： 

X射线被自由电子散射的时候，散射出来的 X射线分成两个部分，一部分和原来的入射射线波长相同(相 

干散射)；而另一部分却比原来的射线波长要长(不相干散射)，波长的变化和散射角间存在函数关系。说明 

光子像普通的小球那样， 不仅带有能量， 还具有动量， 当它和电子相撞， 部分能量交换给电子。 根据 E = hν， 

E下降导致频率变小，波长变大。 

3 氢原子光谱和玻尔的原子理论 

卢瑟福的 α粒子散射实验：α粒子（天然放射性蜕变得到的带正电的氦核）轰击一张薄的金属箔，大多数 α 

粒子基本上不偏转地穿过金属箔，有少数 α粒子发生大的偏转，有的甚至反向折回。 

卢瑟福的“行星”原子模型：在原子的中心有一个占据了绝大部分质量的原子核。电子沿特定的轨道绕原子 

核运行。 

行星模型的困难：按照经典电磁理论，带电的电子绕核运转，会以电磁波的形式辐射能量。电子逐渐失去 

能量，向原子核的方向盘旋，最终坠落在原子核上，原子发生坍塌。
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原子光谱问题：原子被激发时产生特定波长的光线，将光线通过分光镜投射到屏幕上，会得到一系列分立 

的光谱线。巴尔末研究了氢原子光谱可见光区中的 14条谱线，发现不同谱线的波长符合一定的规律，并总 

结了一个公式来表示这些波长的变化规律，即巴尔末公式。巴尔末公式的推广形式为 

1 2 1 2 
2 

2
1 

... 3 , 2 , 1 ) 
1 1 

( 
~ 1 ~  n n n 

n n 
R H > = − = = 

λ 
ν  (119) 

其中 v ~ 是谱线波长λ的倒数，称为波数；  H R ~  为里德堡常数，  H R ~  =1.096776×10 7 m 1 。 

玻尔的原子理论： 

①原子只能稳定存在于一系列具有确定能量值的状态，这些状态称为定态，（能量最低的叫基态，其它叫 

激发态）。各定态的能量构成从低到高的一系列能级。 

②原子吸收或发射辐射，必须在两个定态之间以跃迁的方式进行。辐射的频率ν和定态的能量差  E ∆ 满足 

如下关系 

E E E h ∆ = − =  1 2 ν  (1110) 

③电子的轨道角动量的大小满足量子化条件 

.... 3 , 2 , 1 
2 

= = =  n n h n M  h 
π 

(1111) 

其中 π 2 / h = h ，读做“h横” 

从上述条件出发，可以从经典力学得到电子运动的轨道半径(推导过程见课本p1516) 

2 
0 

2 
2 

2 
0  n a n 
me 
h r = ⋅ = 

π 
ε  .... 3 , 2 , 1 = n  (1112) 

其中ε0 是真空电容率，m是电子质量，e是电子电量；a0 是电子做轨道运动的最小轨道半径，称为玻尔半 

径， 

a0=  2 

2 
0 

me 
h 

π 
ε  =52.9pm 

氢原子的能级可以表示为 

2 2 2 2
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电子在定态之间跃迁时，放出或吸收的辐射，其频率满足
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和巴尔末公式比较，可以得到里德堡常数的理论值 

1 7 
3 2

0 
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m 10 09737 . 1 
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me 
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ε 

里德伯常数的理论值和实验值吻合的很好。 

玻尔理论的成功之处以及缺陷： 

①玻尔理论说明了原子光谱谱线是分立的而不是连续的这一事实，成功解释了氢光谱分布的经验规律， 

预言的新谱线也得到证实。 

②作为  “行星”模型的延续，玻尔理论根据牛顿力学说明电子的运动，量子化条件是强加的，不是理论的 

基础和出发点，没有说明为什么要量子化，属于“半经典半量子”的旧量子论。因此，玻尔理论只适用于单 

电子原子，不能解释多电子原子光谱，而且不能说明化学键。 

§12 德布罗意关系式 

1. 物质波 

玻尔理论中电子的能量是量子化的，有限空间内驻波的频率也是量子化的，驻波可以用周期函数描述。 

德布罗意试图通过赋予电子一个基本性质，让其自觉表现出种种周期和量子化现象，受爱因斯坦光量子论 

启发，德布罗意提出物质波的概念。 

物质波： 

实物微粒(静质量 m0≠0)也具有波动性，其波长满足德布罗意关系式 

mT 
h 

m 
h 

p 
h 

v 
u 

2 
= = = = 

υ 
λ  (121) 

其中，u是波速，v是波的频率，p是粒子的动量，υ是粒子的运动速度，  T是粒子的动能。注意波速 u不 

等于粒子的运动速度 υ。 

只有当仪器的物理尺寸小于波长或相差不大时，才能观察到干涉、衍射等波动性。普朗克常数 h是一个 

非常小的常数，宏观物体的质量大，波长太短，根本无法测量和察觉，因此对宏观物体无需考察其波动性； 

而对于微观粒子，如核外电子，就要考察其波动性。 

物质波的实验证据：
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戴维逊和革末发现，电子在单晶表面反射，呈现类似于 X射线的衍射图案；G.P.汤姆逊则对多晶观察到 

电子的衍射行为。 

德布罗意驻波： 

电子绕核转动时产生一个驻波，波绕核一圈必须平滑的连接起来，否则因为干涉而抵消。因此轨道周长 

必须是波长整数倍，即 

λ π  n r = 2  n=1,2,3…  (122) 

因而，轨道角动量 

h n h n r h pr M = = = = 
π λ  2 

(123) 

后面将会了解到，德布罗意驻波并不是正确的物理图像，但它对量子力学的建立颇具有启发性。 

2. 实物微粒的波粒二象性 

实物微粒既是粒子，同时又是波。必须由粒子和波两种角度去作出诠释，任何单方面的描述都是不完全 

的。

如，电子又是个粒子又是个波，但每次观察只展现出其中的一面，这里的关键是‘如何’观察它，而不是它 

‘究竟’是什么。 如果采用光电效应的观察方式，它是个粒子；要是用双缝干涉实验来观察， 那么它就是个波。 

玻尔的互补原理： 

因为存在着观测者对于被观测物的不可避免的扰动， 主体和客体世界必须被理解成一个不可分割的整体。 

没有一个孤立地存在于客观世界的“事物”(being)，事实上一个纯粹的客观世界是没有的，任何事物都只有 

结合一个特定的观测手段，才谈得上具体意义。对象所表现出的形态，很大程度上取决于我们如何进行观 

察。对同一个对象来说，这些表现形态可能是互相排斥的，但必须被同时用于这个对象的描述中。
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3．充满不确定性的量子论测不准原理(不确定原理) 

测不准原理： 

海森堡从光谱的频率和强度的经验资料出发，建立了矩阵量子力学。在矩阵力学中，物理量用矩阵表示， 

矩阵的乘法不满足乘法交换律，即A⋅B≠B⋅A。海森堡据此认为：这暗示着在对某些物理量进行测量时，会 

对另外某些物理量产生影响，对于微观粒子，这种影响不能忽略，因而不可能同时准确测定。例如位置和 

动量，位置越准确，测量对动量造成的影响就越大，反之亦然。即，位置和动量不能同时准确测定，从电 

子的单缝衍射可以得到两者的不确定性满足如下近似关系(参见课本p2325)： 

∆x⋅∆px～h  (124) 

除了坐标和动量，时间和能量也不能同时确定，遵循测不准关系。由于 h非常小，只有 6.626×10 34 J⋅s， 

如果∆x和∆px 的量级相同，两者都是在 10 17 数量级。因此对于宏观物体不必考虑测不准关系。 

测不准关系给我们指出了使用经典粒子概念的一个限度，这个限度用普朗克常数 h 表示，在 h 可以视为 

0的情况下，量子力学回到经典力学。 

从量子力学可以进一步证明，测不准关系的准确表达式是 

h 
2 
1 

≥ ∆ ∆  x p x  (125) 

4.一维德布罗意波函数(一维自由粒子波函数) 

自由粒子：不受任何外力的粒子。 

平面简谐波：以机械波为例，平面简谐波在传播过程中，波面为平面，坐标为 x 处的振动质点离开平衡位 

置的位移 y是时间的正弦或余弦函数 

)] ( 2 cos[ ) , (  vt x A t x y − = 
λ 

π 或  )] ( 2 sin[ ) , (  vt x A t x y − = 
λ 

π 

其中，A是质点振动的振幅，λ是波长，v是频率。 

为了数学上处理的方便，常把简谐波写成指数形式的虚函数，实际波动用实部表示 

) / ( 2 ) , (  vt x i Ae t x y − = λ π 

其中  1 − = i  。
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一维自由粒子波函数：自由粒子不受外力，(相对论)总能量为常数，动量的大小和方向不变，根据  v=E/h 

以及德布罗意关系式λ=h/p，自由粒子频率和波长将保持不变。一维自由粒子波函数可以用平面简谐波的函 

数表示。将前面的两个关系式带入平面简谐波的波函数表达式，得到一维自由粒子波函数Ψ (x,t) 

h / ) ( ) , (  t E x p i  x x Ae t x − = Ψ  (126) 

§13波函数 

1. 波函数 

量子力学中用Ψ(x,t)描述体系的状态，Ψ(x,t)是粒子坐标和时间的函数，它包含着体系可确定的全部知识， 

称为波函数（或态函数）。“态用波函数Ψ来描述”可以简单说成“态Ψ”。 

对于三维一粒子体系，波函数可表示为：Ψ(x,y,z,t),或者Ψ (q,t)，q代表粒子的空间坐标。 

对于三维三粒子体系，其波函数表示为：Ψ(x1,y1,z1,x2,y2,z2,x3,y3,z3,t),也可简写为Ψ(q1,q2,q3,t)、Ψ(1,2,3,t) 、 

Ψ(q,t)，这里q代表所有粒子的空间坐标。对更多粒子的体系，可依此类推。 

波函数的统计解释：波恩假设：  2 Ψ 代表几率密度。 

对于一维一粒子体系，  dx 2 Ψ 代表在 t时刻、在 x轴上 x到 x+dx之间找到粒子的几率，其中 dx是无限 

小的长度。 

对于三维一粒子体系，  dxdydz 2 Ψ 表示在 t时刻、在 x到 x+dx、y到 y+dy、z到 z+dz的体积元内找到粒 

子的几率。 

对于三维多粒子体系，  n n n  dz dy dx dz dy dx  ... 1 1 1 
2 Ψ 表示在 t时刻、同时在(x1, y1 z1)处以 dx1, dy1,dz1 为边的无 

限小的方形体积元内找到粒子 1，…，在(xn, yn zn)处以 dxn, dyn,dzn 为边的无限小的方形体积元内找到粒子 n 

的几率。 

找到粒子的几率可简写成 τ d 2 Ψ ， τ d  代表小体积元。 

根据波恩对波函数的统计解释，知道了态，不能准确预测位置测量的结果，只能预知各种可能结果出现 

的几率。量子力学本质上是统计性的。 

*哥本哈根解释的基本内容：①测不准原理：限制了我们对微观事物认识的极限，对一个物理量的测量行为
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会对体系产生扰动，影响对另外某些物理量的测量结果，所以不是所有物理量都能同时准确测量。②互补 

原理：指出不存在孤立于观察者之外的一个纯粹的客观世界，测量手段决定了对象所表现的形态。尽管波 

动性和粒子性是互相排斥的，但这是由于宏观世界中建立的语言无法对微观世界进行准确描述造成的。我 

们必须同时用这两种形态来对微观粒子进行描述。③波函数的统计解释：告诉我们量子世界的本质是“随机 

性”。波函数Ψ就是一种统计，它的平方代表了粒子在某处出现的几率密度。“电子出现在 x 位置”完全是一 

种随机的过程。 

波函数的归一化条件： 

对于一维一粒子体系，将坐标 a和 b之间划分为无数无限小的区间，对各区间内找到粒子的几率进行加 

和，就得到[a,b]之间找到粒子的几率，这正是定积分的定义： 

dx b 
a 

2 
∫ Ψ  (131) 

因为在 x轴上必然能找到粒子，所以在 x轴上找到粒子的几率为 1 

∫ Ψ +∞ 
∞ −  x d 2 

＝1  (132) 

当波函数满足上式条件时，称波函数是归一化的。 

推广到三维多粒子体系，归一化条件中的积分必须遍及所有坐标的所有区域。 

对于三维一粒子体系，有 3个坐标 

∫ ∫ ∫ = Ψ ∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ −  1 2 dxdydz 

对于三维 n体系体系，有 3n个坐标 

∫ ∫ ∫ = Ψ ∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ −  1 ... ...  1 1 1 

2 
n n n  dz dy dx dz dy dx 

所以，归一化条件的一般表达式为 

1 2 = ∫ Ψ τ d  (133) 

∫ τ d  表示积分区域遍及所有空间坐标的全部区域，注意， ∫ τ d  表示一个定积分。 

如果波函数Ψ是未归一化的，则需要乘以一个适当的常数 N使 NΨ满足归一化条件。N称为归一化系数。 

根据归一化条件，有
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τ d 
N 

∫ Ψ 
=  2 

2  1  (134) 

求 N的过程称为对波函数进行归一化。 

2.品优(合格)波函数的要求 

由于  2 
Ψ 具有几率密度的意义，因此波函数Ψ需满足如下条件： 

①平方可积(有限) 

波函数要进行归一化，这只有当积分 τ d ∫ Ψ 2  存在时才可以这样做。也就是说  2 
Ψ 必须是可积的。 

对于非束缚态波函数，如自由粒子以及后面将提到的处于非束缚态的氢原子，其波函数不是平方可积的， 

通常也不要求进行归一化。(非束缚态是指粒子不受束缚的状态) 

作为代替，有时也说波函数Ψ要处处有限，这是因为处处有限的函数必然是平方可积的。但是，这是更 

为苛刻的说法，偶尔也会有波函数在原点处的值无限大，但仍平方可积。 

②单值 

几率只可能有一个值，因此  2 
Ψ 必须单值，相应的要求Ψ单值。 

尽管有时多值的波函数也满足几率为单值的要求，如，在某个坐标处，Ψ＝{1/2,  1/2,  i/2}，则  2 
Ψ  =1/4 

为单值，但我们通常仍要求波函数单值。 

③连续 

几率应连续变化，不应出现突跃，所以波函数必须是连续的。
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通常也要求波函数的一阶偏导数也是连续的(下面第二个函数图形中有尖点，不满足这个条件)。但需要注 

意：这一要求仅适用于势能处处有限的情形。若势能在某些位置发生了从有限到无限的无限跳跃，将导致 

一阶偏导数不连续。如后面将介绍一维势箱，势箱外的势能无限大，在箱壁上，波函数的一阶偏导数是不 

连续的；氢原子中的电子在原点处的势能无限大，波函数在原点处的一阶偏导数也是不连续的。在以后的 

讨论中我们再详细说明。 

如果一个函数满足上述 3个条件，则称该函数是品优(合格)的。 

§14薛定愕方程和波函数 

1. 含时间的薛定愕方程 

几乎在矩阵量子力学建立的同时，薛定谔建立的波动量子力学。薛定谔，泡利，约当很快就证明，两种 

力学在数学上来说是完全等价的。 

薛定谔创立波动方程的思路是：从经典的哈密顿方程出发，构造一个体系的新函数Ψ代入，然后再引用 

德布罗意关系式和变分法，最后得到了一个波动方程，称为薛定愕方程。 

一维一粒子体系的含时间薛定愕方程： 

对于质量为 m的做一维运动的一个粒子(一维一粒子体系)，含时间的薛定愕方程为： 

) , ( ) , ( ) , ( 
2 

) , ( 
2 

2 2 
t x t x V 

x 
t x 

m t 
t x 

i 
Ψ + 

∂ 

Ψ ∂ 
− = 

∂ 
Ψ ∂ 

− 
h h  (141) 

其中 x,t分别为坐标和时间；  1 − = i  ； π 2 / h = h ；V(x,t)是体系的势能函数，V(x,t)和作用力 F(x,t)之间的关 

系是 

C x t x F t x V + ∫ − =  d ) , ( ) , (  (142) 

势能函数中的 C是任意常数，因而，势能的零点可以任意选取。
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薛定愕方程中包含Ψ (x,t)对时间的一阶导数，如果知道初始条件，如 t0 时刻的波函数，我们就可以根据 

方程计算未来任何时刻的波函数。 

2.不含时间的薛定愕方程 

保守力场和保守体系： 

从(142)中可以看出，如果作用力与时间无关，势能也与时间无关，这种力场称为保守力场。处于保守 

力场中的体系称为保守体系。显然，保守体系的势能仅仅是坐标的函数，与时间 t无关。 

一维一粒子体系的不含时间的薛定愕方程： 

设体系处于保守力场中，一维一粒子体系的含时间薛定愕方程可写为 

) , ( ) ( ) , ( 
2 

) , ( 
2 

2 2 

t x x V 
x 

t x 
m t 

t x 
i 

Ψ + 
∂ 
Ψ ∂ 

− = 
∂ 

Ψ ∂ 
− 

h h  (143) 

我们来寻求Ψ(x,t)可以写成 x函数和 t的函数的乘积形式的解， 

) ( ) ( ) , (  t f x t x ψ = Ψ  (144) 

数学上可以证明，如果能找到这种形式的解，薛定愕方程将没有其它形式的解。这种方法称为分离变量法。 

) , (  t x Ψ 分别对 x和 t求偏导 

) ( ) ( ) , (  x 
dt 
t df 

t 
t x ψ = 

∂ 
Ψ ∂ 

 
 
 

  
 

 

= 
∂ 

Ψ ∂ 

= 
∂ 

Ψ ∂ 

) ( ) ( ) , ( 

) ( ) ( ) , ( 

2 

2 

2 

2 
t f 

dx 
x d 

x 
t x 

t f 
dx 
x d 

x 
t x 

ψ 

ψ 

带入含时间的薛定愕方程，得到 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 
2 

) ( ) ( 
2 

2 2 
t f x x V t f 

x 
x 

m 
x 

t 
t f 

i 
ψ 

ψ 
ψ + 

∂ 

∂ 
− = 

∂ 
∂ 

− 
h h 

两边同除以 f(( 

� � � � EMBED Equation.3  (145)
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观察(144)式的两端，左边与 x 无关，右边与 t无关，因此两端必定等于同一个常数，设常数 

为 E。 

对于(144)式左端 

E 
dt 
t df 

t f i 
= −  ) ( 

) ( 
1 h 

⇒  dt iE t df 
t f  h 

− = ) ( 
) ( 

1 

两端求积分 

∫ − = ∫  dt iE t df 
t f  h 

) ( 
) ( 

1 
⇒  C iEt t f + − = 

h 
) ( ln  C为任意常数 h h 

iEt iEt 
C  Ae e e t f 

− − 
= = ) ( 

常数 A＝e C 是一个乘因子，我们可以把它放在在与 f(t)相乘的ψ(x)中，因此 

h 
iEt 

e t f 
− 

= ) (  (146) 

对于(144)式右端 

E x V 
dx 

x d 
x m 

= + −  ) ( ) ( 
) ( 

1 
2  2 

2 2 ψ 
ψ 

h 

上式可重新写为 

0 ) ( )] ( [ 2 ) ( 
2 2 

2 
= − +  x x V E m 

dx 
x d 

ψ 
ψ 

h 
(147) 

或  ) ( ) ( ) ( ) ( 
2  2 

2 2 
x E x x V 

dx 
x d 

m 
ψ ψ 

ψ 
= + − 

h  (148) 

(147)或(148)式称为一维一粒子体系的不含时间的薛定愕方程。 

不含时间的薛定愕方程中，E以[EV]的形式出现，和势能 V具有相同的量纲，即能量的量纲，我们暂时 

假定 E是体系的能量(在 1.7节“薛定愕方程的算符表示”中再进行说明)。 

结合(144)和(146)式，波函数可表示为 

h 
iEt 

e x t x 
− 

= Ψ  ) ( ) , ( ψ  (149) 

Ψ是一个复数，因此，几率密度 Ψ ⋅ Ψ = Ψ  * 2 
，将波函数的表达式(149)带入，得到 

] ) ( [ ] ) ( [ ) , (  * 2  h h 
iEt iEt 

e x e x t x 
− − 

⋅ = Ψ ψ ψ
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] ) ( [ ] ) ( [  *  h h 
iEt iEt 

e x e x 
− 

⋅ = ψ ψ 

2 0 *  ) ( ) ( ) (  x e x x ψ ψ ψ = =  (1410) 

上式表明，对于保守体系，  2 2  ) ( ) , (  x t x ψ = Ψ ，即, 几率密度由  2 ) (x ψ 给出，不随时间改变。 

这个结果对于三维多粒子的保守体系也是正确的，即 

h 
iEt 

e q t q 
− 

= Ψ  ) ( ) , ( ψ  (1411) 

2 2  ) ( ) , (  q t q ψ = Ψ  (1412) 

其中q代表所有粒子的所有空间坐标。 

结合(1412)式，波函数的归一化条件可表示为 

1 2 2 = ∫ = ∫ Ψ τ ψ τ  d d 

这种几率密度不随时间而改变的态称为定态，  ) (q ψ 称为定态波函数。此外，在推导过程中还指出：保守 

体系的能量为常数 E，也不随时间变化。简而言之，只有保守体系才能处于定态，定态是一种特殊状态，定 

态下几率密度和能量都不随时间变化。 

在后面的一些具体问题中，如原子、分子体系，势能函数与时间无关，均属于保守体系，我们用不含时 

间的薛定愕方程求解未知量定态波函数  ) (q ψ 和能量 E，定态波函数中不再包含时间变量，完全的波函数由 

(149)式给出。 

要求出  ) (x ψ 和 E，除了满足薛定愕方程外，往往还需要附件条件，这样的附加条件称为边界条件，我们 

将看到，正是边界条件使得 E只能取某些特定值(量子化)。 

3. 求解薛定愕方程的实例：一维势箱中的一粒子 

一维势箱：势能在 x 轴上长度为  l 的线段内为常数，由于势能的零点可以任意选取，我们定义势箱内势能 

为 0；线段之外势能无穷大，粒子不能出现在线段之外。 

线性共轭分子可以抽象地看作是一维势箱，电子只能在分子内运动。
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① 确定势能 

将 x轴分为 3个区，I区和 III区的势能无穷大，II区势能为 0 

 
 
 

< < = 
≥ ≤ ∞ = 

l x V 
l x x V 

0 0 
0 

当 

或 当 

② 写出薛定愕方程 

 
 
 

 
 
 

 

= + − 

= ∞ + − 

区 

区 ， 

II ) ( ) ( 0 ) ( 
2 

III I ) ( ) ( ) ( 
2 

2 

2 2 
2 

2 2 

x E x 
dx 

x d 
m 

x E x 
dx 

x d 
m 

ψ ψ 
ψ 

ψ ψ 
ψ 

h 

h 

③求薛定愕方程的通解 

对于 I、III区 

0 
) ( 2  2 

2 2 

III I = 
∞ − 

− = = 
dx 
d 

E m 
ψ 

ψ ψ 
h 

对于 II区，薛定愕方程是常系数的二阶线性齐次微分方程，其辅助方程为 

E s 
m 

= −  2 
2 

2 
h 

得到 

h 
mE i s  2 

± = 

所以波函数的通解为 

x mE i x mE i 

e c e c  h h 
2 

2 

2 

1 II 

− 

+ = ψ 

其中 c1 和 c2 为任意常数，令  x 
mE 
h 
2 

= θ ，则根据欧拉公式，有 

θ θ ψ  i i  e c e c − + =  2 1 II
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θ θ  sin ) ( cos ) (  2 1 2 1  c c i c c − + + = 

θ θ  sin cos  B A + = 

其中 A、B为重新定义的两个常数。因此， 

) 2 sin( ) 2 cos( II  x mE B x mE A 
h h 

+ = ψ 

④根据边界条件，得到能量的量子化 

边界条件：根据品优函数的要求，波函数必须是连续的，而且不能处处为 0。 

首先，在 x=0处，波函数的值必须相等，才能保证波函数连续 

I 
0 

II 
0 

lim lim ψ ψ 
→ → 

= 
x x 

⇒  0 ) 0 sin( ) 0 cos( = + B A ⇒ A=0 

由于 A=0，所以，  ) 2 sin( II  x mE B 
h 

= ψ 

其次，在 x=l处，波函数也必须相等 

III II  lim lim ψ ψ 
l x l x → → 

= ⇒  0 ) 2 sin( = l mE B 
h 

⇒ π n l mE 
± = 

h 
2 

其中 n 为 0 或正整数，但 n=0 时得到 E=0，波函数将处处为 0，所以 n 只能是正整数，能量和波函数表达 

式为 

.... 3 , 2 , 1 
8  2 

2 
2 = =  n 
ml 
h n E  (1413) 

) sin( II  l 
x n B π ψ = 

⑤根据归一化条件，确定待定系数 B 

根据归一化条件： ∫ = = ∫ Ψ +∞ 
∞ − 

+∞ 
∞ −  1 d d  2 2  x x ψ ，有 

1 d d d  2 
III 0 

2 
II 

0  2 
I = ∫ + ∫ + ∫ 

+∞ 
∞ −  l 

l  x x x ψ ψ ψ 

将ψI, ψII,ψIII 的表达式带入 

1 d ) ( sin 0 
2 2 = ∫ l  x 

l 
x n B π
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利用  2 / ) 2 cos 2 1 ( sin 2  t t − = 求积分，得到 

l 
B  2 

= 

B不一定为实数，我们可以用任何绝对值为  l / 2  的复数 

α i e
l 

B  2 
= 

其中α为 B的辐角。选取辐角为 0，最后得到 

) sin( 2 
II  l 

x n 
l 

π 
ψ = 

⑥波函数的正交归一性 

现在，我们有一整套波函数，每一个对应于一个不同的能量，并用 n 表征之，n 为从 1 起的整数，称为 

量子数。令下标 i表示一个特定的波函数，其量子数为 ni 

  

 
 
 

< < = 
其它区域 0 

0 ) sin( 2  l x 
l 
x n 

l 
i 

i 

π 
ψ  (1414) 

因为波函数是归一化的， 

∫ = = ∫ 
+∞ 
∞ − 

+∞ 
∞ −  1 d d  2 *  x x  i i i ψ ψ ψ 

现在考虑采用不同的波函数ψi 和ψj 时此积分的值 

∫ = ∫ 
∞ + 
∞ − 

l  j i 
j i  x 

l 
x n 

l 
x n 

l 
x  0 

*  d ) sin( ) sin( 2 d 
π π 

ψ ψ 

令  l x t  / π = ，带入上式，并利用 

2 / )] cos( ) [cos( sin sin  t n t n t n t n t n t n  j i j i j i − − + − = 

可以得到 

0 d * = ∫ 
+∞ 
∞ −  x j i ψ ψ  i≠j 

这时我们说，当  j i ≠ 时，波函数是正交的。 

综合和式，波函数的正交归一性可以表示为



 18  

ij j i  x δ ψ ψ = ∫ 
+∞ 
∞ −  d *  (1415) 

δij 称为克罗内克 delta符号 

 
 
 

≠ 

= 
= 

j i 
j i 

ij  对于 

对于 
0 
1 

δ  (1416) 

推广到更复杂的体系，波函数的正交归一性可统一简写为 

ij j i  d δ τ ψ ψ = ∫  *  (1417) 

⑦结果的讨论 

I. 由于边界条件的限制，能量是量子化的，E中  n=1,2,3,...，称为量子数。n=1时有最低能量，称为零点能。 

每个 E值称为一个能级，全体 E值构成分立的能量谱。 

每个能量对应着一个定态。n=1时为基态，n=2时为第一激发态，n=3时为第二激发态。 

II. 根据(1413)式的能级公式，相邻能级的间隔为 

2 

2 

8 
) 1 2 ( 
ml 
h n E + = ∆  (1418) 

说明 m和 l越大，能级间隔越小，对于宏观物体，能级间隔可以看作 0，即能量是连续的。 

III. 波函数是归一化的，表示在粒子在所有地方出现的几率之和为 1。同时，波函数还是正交的。 

IV. 用波函数和几率密度对坐标作图(课本 p44的图 13.3)，波函数值为 0的点称为节点， 粒子出现在节点处 

的几率为 0。对于一个特定的波函数，0和 l之间的结点数为 n1。 

节点的存在表明，粒子可以从某处到另一处，无需经过中间的某点(即节点)。说明不能用宏观世界的语 

言描述微观世界。 

V. 根据经典力学，固定能量的粒子在箱内恒速运动，任意一点找到的几率相同，而根据量子力学，n=1 时 

在中点找到粒子的几率最大(参见几率密度图)。n每增加 1，同时节点数增加 1，极大和极小几率越来越靠 

近，最后，沿着 x轴的几率变化几乎看不出来，趋于经典的几率密度均匀的结果，这样的结果，即在大量 

子数的极限情况下从量子力学过渡到经典力学，通称为玻尔的对应原理。 

*对于波函数的一阶导数，在 x=0处，ψI’(0)=0，ψII’(0)=1；在 x=l处，ψII’(l)=1或1，ψIII’(l)=0，说明波函数 

的一阶导数在 0和 l处是不连续的,反映在波函数的图形上，x=0,l处出现尖点。这正如我们在讨论品优波函
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数的性质时所指出，若势能在某些位置发生了从有限到无限的无限跳跃，将导致波函数在该处的一阶导数 

不连续。在这里，x=0,l处势能发生了无限跳跃。 

§15算符 

1. 算符 

算符的定义：算符是一种运算规则。算符作用在一个给定的函数上，将该函数变成另外一个对应的函数。 

算符上面通常加上抑扬符“∧”。 

对x进行微分的算符写作D ˆ ， 即  dx d D  / ˆ = ， 若函数 f(x)可微， 则  ) ( ' ) ( ˆ  x f x f D = 。 例如，  x x  e x e x D + = +  4 ) 2 ( ˆ  2 

令3 ˆ 是对一个函数乘以 3的算符，则  ) ( 3 ) ( 3 ˆ  x f x f = ，例如，  x x  e x e x  3 6 ) 2 ( 3 ˆ  2 2 + = + 

2 2 / exp, , ,  dx d dx Σ ∫ 等等，都可以作为算符。 

算符的等价性：设 A ˆ 和 B ˆ 是两个算符，若对于任意函数 f都有  f B f A  ˆ ˆ = ，则称 A ˆ 和 B ˆ 相等，即  B A  ˆ ˆ = 

算符的加和：  f B f A f B A  ˆ ˆ ) ˆ ˆ ( + ≡ + ，即，两个算符分别作用于函数，再进行相加。 

例如，  x e e x e x D e x D  x x x x  6 4 2 ) 2 ( 3 ˆ ) 2 ( ˆ ) 2 )( 3 ˆ ˆ ( + + = + + + = + + 

如果  C B A  ˆ ˆ ˆ = + ，则  B C A  ˆ ˆ ˆ − = 。算符可以从等式的一端移到另外一端。 

算符的乘积：  ] ˆ [ ˆ ) ˆ ˆ (  f B A f B A ≡ ，即，先用右边的算符作用于函数，再用左边的算符作用于变换后的函数。 

例如，  ) ( ' 3 ) ( ' 3 ˆ )] ( ˆ [ 3 ˆ ) ( ) ˆ 3 ˆ (  x f x f x f D x f D = = = 

乘法结合律：算符的乘法满足乘法结合律。  C B A C B A  ˆ ) ˆ ˆ ( ) ˆ ˆ ( ˆ = 

算符的平方：  A A A  ˆ ˆ ˆ 2 ≡ ，算符的平方是自身的乘积。 

例如，  ) ( ' ' ) ( ' ˆ ) ( ) ˆ ˆ ( ) ( ˆ 2  x f x f D x f D D x f D = = = ，根据对算符等价性的定义，有  2 2 2  / ˆ  dx d D =
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依此类推，算符的 n次方是连续运用算符 n次。  A A A n  ˆ ˆ ˆ  L ≡ 

算符的对易：一般情况下，  A B B A  ˆ ˆ ˆ ˆ ≠ ，即不满足乘法交换律。不能认为  B A ̂  ˆ  和  A B ̂  ˆ  是相同的算符。 

例如，  x D D x  ˆ ˆ ˆ ˆ ≠ ，证明如下 

) ( ' )] ( [ ˆ ) ( ) ˆ ˆ (  x xf x f 
dx 
d x x f D x = =  ) ( ) ˆ ˆ 1 ˆ ( ) ( ' ) ( )] ( [ ) ( ) ˆ ˆ (  x f D x x xf x f x xf 

dx 
d x f x D + = + = = 

可以看出，  x D D x  ˆ ˆ ˆ ˆ ≠ ，第二个式子表明两者的关系为  D x x D  ˆ ˆ 1 ˆ ˆ ˆ + = 

为了说明两个算符是否满足乘法交换律，定义了一个对易子的概念： 

A B B A B A  ˆ ˆ ˆ ˆ ] ˆ , ˆ [ − ≡  (151) 

] ˆ , ˆ [  B A  称为对易子。 

如果  A B B A  ˆ ˆ ˆ ˆ = ，则  0 ] ˆ , ˆ [ = B A  ，则称 A ˆ 和 B ˆ 是可对易的，否则就是不可对易的。 

例如，  ) ( ) 3 ˆ ˆ ( ) ( ) ˆ 3 ˆ (  x f D x f D = ，所以  3 ˆ ˆ ˆ 3 ˆ  D D = ， 3 ˆ 和 D ˆ 是可对易的。再如，  ) ( ) ˆ ˆ ( ) ( ) ˆ ˆ (  x f D x x f x D ≠ ，所以 

D x x D  ˆ ˆ ˆ ˆ ≠ ， x ˆ 和 D ˆ 不可对易。 

在后面我们将指出，算符的对易性质对描述体系的状态有重要意义。 

♦ 单纯做乘法的算符，“∧”可以省略。例如，  D x x D  ˆ ˆ 1 ˆ ˆ ˆ + = 可以写为：  D x x D  ˆ 1 ˆ + = 。 

♦ 1称为单位算符，0称为零算符 

2. 线性算符 

线性算符的定义： 

如果算符 A ˆ 满足 

g A f A g f A  ˆ ˆ ] [ ˆ + = + 

f A c cf A  ˆ ] [ ˆ = 

则称 A ˆ 是线性算符，其中 f和 g是任意函数，c是任意常数。
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例如，  2 2  ˆ , ˆ , , , 3  D D x x  都是线性算符，而平方根算符 则不是线性算符。 

线性算符满足乘法分配律 

C A B A C B A  ˆ ˆ ˆ ˆ ) ˆ ˆ ( ˆ + = + 

C B C A C B A  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ) ˆ ˆ ( + = + 

例如，  ) ˆ ( ) ˆ ( ˆ ) ˆ )( ˆ ( ) ˆ (  2  x D x x D D x D x D x D + + + = + + = + 

1 ˆ 2 ˆ ˆ ˆ ˆ  2 2 2 2 + + + = + + + =  x D x D x D x x D D 

最后一步用到了的关系式 

3. 算符的本征函数和本征值 

对于一个算符 A ˆ ，其本征方程定义为 

af f A = ˆ  a为常数  (152) 

其中，常数 a称为算符 A ˆ 的本征值，f是与该本征值对应的本征函数。 

如，错误！未定义书签。 ，  x x 
dx 
d  sin 1 sin 2 

2 
⋅ − = ，所以，5e 2x 和  sinx 都是算符  d 2 /dx 2 的本征函数，本征值 

分别为 4和1。 

若 A ˆ 是一个线性算符，根据线性算符的性质，容易进一步证明：如果 f是一个本征值为a的本征函数，则该函数 

与任意常数c相乘给出的cf必然也是本征函数，本征值仍是a， 

] [ ˆ ] [ ˆ  cf a caf f A c cf A = = = 

但是，f和cf彼此不是线性独立的。如果 f是波函数，则 f和cf描述的是同一个状态。对一个算符，我们关心的是彼 

此独立的本征函数。 

线性独立的定义是：对于一组函数 f1, f2, …, fn，如果要让下式成立

0 ... 2 2 1 1 ≠ + + +  n n f c f c f c 

所有系数 ci 都必须等于 0，这种情况下称 f1,f2,…,fn 彼此线性独立(或线性无关)，否则就是线性相关的。 

如，因为5.2×f+1×5.2f=0，f和 5.2f就是线性相关的，如果可归一化，乘以归一化系数后，这两个函数
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将变成同样的形式，所以我们说，如果 f是波函数的话，f和 5.2f描述的是同一个状态。 

上式也可以改写成 

∑ ≠ 
≠ 

n 

k i 
i 

k 

i 
k  f 

c 
c f 

这表示在一组线性无关的函数中，每个函数都不能表示成其它函数的线性组合。 

4．本征值的简并 

可能有多个彼此线性独立的本征函数对应着相同的本征值，这种情况下称该本征值是简并的。对应于同 

一本征值的线性独立的本征函数的数目叫做简并度。在非简并的情况下，简并度为 1。 

关于简并有一个重要定理：线性算符的具有相同本征值的本征函数的任意线性组合，仍是该算符的本征 

函数，并且本征值相同。 

证明：设 f1,f2,…, fn 是算符 A ˆ 的 n个线性独立的本征函数，而且本征值均为 a，即 a是 n重简并的 

1 1 
ˆ  af f A =  ,  2 2 

ˆ  af f A =  ,…,  n n  af f A = ˆ 

对这些本征函数进行任意的线性组合 

n n f c f c f c f  ... 2 2 1 1 + + = 

其中系数 ci 为任意常数。根据线性算符的性质，有 

) ... ( ˆ ˆ 
2 2 1 1  n n f c f c f c A f A + + = 

n n  f A c f A c f A c  ˆ ... ˆ ˆ 
2 2 1 1 + + = 

n n af c af c af c  ... 2 2 1 1 + + = 

) ... (  2 2 1 1  n n f c f c f c a + + = 

af = 

所以，简并本征函数的任意线性组合 f也是 A ˆ 的具有本征值 a的本征函数。
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5. 厄米算符 

厄米算符的定义 1： 

设 A ˆ 是一个线性算符，f是品优函数，如果 

∫ ∫ = τ τ  d f A f fd A f  * *  ) ˆ ( ˆ 

则称线性算符 A ˆ 是厄米算符。 

厄米算符的定义 2： 

设 A ˆ 是一个线性算符，f,g是品优函数，如果 

∫ ∫ = τ τ  d f A g gd A f  * *  ) ˆ ( ˆ 

则称线性算符 A ˆ 是厄米算符。 

定义 2实际上是定义 1的推论。这里略去证明。 

厄米算符的性质： 

① 性质 1：厄米算符的本征值必然是实数。 

证明：设  af f A = ˆ  ，根据厄米算符的定义 1 

∫ ∫ = τ τ  d f A f fd A f  * *  ) ˆ ( ˆ ⇒ ∫ ∫ = τ τ  d af f afd f  * *  ) ( 

⇒ ∫ − τ fd f a a  * * ) (  =0 

排除 f=0的情况，积分  0 * ≠ ∫ τ fd f  ，所以 

0 * = − a a  或  * a a = ⇒  a是实数 

② 性质 2：厄米算符的本征函数是、或可以选择是正交的。 

证明：1) 设 f和 g是对应于不同本征值的两个本征函数
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af f A = ˆ  ，  bg g A = ˆ 

根据厄米算符的定义 2 

∫ ∫ = τ τ  d f A g gd A f  * *  ) ˆ ( ˆ ⇒ ∫ ∫ = τ τ  d af g bgd f  * *  ) ( 

⇒ ∫ = −  0 ) (  * * τ gd f a b 

由于本征值必然是实数，并且两个本征函数的本征值不同， 

0 * ≠ − = −  a b a b ⇒ ∫ = 0 * τ gd f 

即对应于不同本征值的本征函数 f和 g正交 

2) 设 f和 g是对应于相同本征值的两个独立的本征函数，即，本征值是简并的 

af f A = ˆ  ，  ag g A = ˆ 

f 和 g一般来说不一定是正交的。但是，在介绍本征值的简并时，我们已经指出，对应于同 

一本征值的本征函数，它们的任意线性组合仍然是该算符的具有相同本征值的本征函数。令 

f = 1 ϕ ，  cf g + = 2 ϕ 

其中 c是一个常数。  1 ϕ 和  2 ϕ 彼此是线性独立的，而且本征值都是a，选择它们替代 f和 g来 

表示 A ˆ 的两个本征值为 a的独立本征函数。 

现在求  1 ϕ 和  2 ϕ 正交时系数 c的取值 

∫ = 0 2 
*
1 τ ϕ ϕ  d ⇒ ∫ = +  0 ) ( * τ d cf g f 

⇒ ∫ = ∫ +  0 * *  f f c gd f τ 

⇒ 
∫ 

∫ = 
τ 
τ 

fd f 
gd f c  * 

* 

这样就确定了  2 ϕ 中的系数c，该系数使  1 ϕ 和  2 ϕ 正交，这一步骤称为施密特正交化。所以，对 

应于简并本征值的本征函数可以选择是正交的。
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§16算符和量子力学 

1. 量子力学算符和物理量的对应关系 

量子力学的基本假设之一：经典力学中的每个物理量，都有一个量子力学算符与之对应，量子力学算符 

都是厄米算符。 

量子力学算符和物理量的对应关系如下： 

① 用笛卡儿坐标 q(即 x,y,z)和相应的线动量分量 pq 作为自变量，写出物理量的经典力学表达式。 

② 对物理量的经典力学表达式做如下代换： 

笛卡儿坐标 q  à ⋅ = q q ˆ 

相应的线动量 pq  à  q i 
p q ∂ 

∂ 
= 

h ˆ 

例如，xà ⋅ = x x ˆ 

x p  à  x i 
p x ∂ 

∂ 
= 

h ˆ 

2 
x p  à  2 

2 
2 2 2  ) ( ˆ 
x x i 

p x 
∂ 

∂ 
− = 

∂ 
∂ 

= h 
h 

2. 量子力学算符的本征值和本征函数 

设 A 是一个物理可观测量，对应的量子力学算符为 A ˆ ， A ˆ 的本征值  ai 以及相应的本征函数  i ϕ 用如下 

的本征方程定义 

i i i  a A ϕ ϕ = ˆ  i=1,2,3…      (161) 

本征值的意义：在任何一次实验观测中，物理量 A的观测结果必定是算符 A ˆ 的一个本征值。或者说，本征 

值是物理量的许可值。 

本征值可能是连续的，也可能是分立的(量子化的)。如下图所示，图中示意性地标出了氢原子哈密顿算符 

(能量算符) H ˆ 的本征值：一条水平线代表一个本征值, 阴影表示在该范围内本征值连续变化。正的本征值
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是连续的，表明能量为正时可以任意取值；负的本征值是无限多个分立的值，能量为负时是量子化的，只 

能取这些分立值中的一个 * 。 

本征函数的意义： 

在量子力学中，测不准原理指出，对微观粒子不能同时确定其位置和动量，因而不是所有物理量都能同 

时准确测量。这和经典力学不同。 

在什么状态下，一个物理量能够准确测量？如果状态波函数Ψ是 A ˆ 的本征函数，则在该状态下物理量  A 

能准确测量，测量结果就是该本征函数对应的本征值。所以，算符A ˆ 的本征函数又称物理量 A的本征态。 

本征态总是和某个物理量联系在一起，在讨论具体问题时，需要指出是哪个物理量的本征态。 

态叠加原理： 

上面指出，如果状态波函数是 A 的本征态，A 才有确定值。这是一个特殊情形，现在考虑一般状态下的 

测量结果。假想有大量恒等体系，每一体系都处于同样的状态Ψ，对每个体系测量物理性质 A，一般来说， 

对不同体系会得到不同结果(当然，每个结果都是 A ˆ 的某个本征值)。 

量子力学中的基本假设之一是： 一个量子力学算符所有本征函数构成的集合是一个完备集(complete set) † 。 

根据这个假设，A ˆ 的所有本征函数  i ϕ 构成一个完备集，该体系任何一个状态Ψ都可以展开为这些本征函数(本 

征态)的线性组合 

∑ = Ψ 
i 

i i c ϕ  (162) 

上式中的展开系数 ci 可以根据Ψ计算，这里不详细讨论。量子力学证明：①  2 
i c  是对 A 进行测量时得到 

* 
电子的动能(正值)大于势能(负值，核的静电吸引能)的绝对值时，不受核的束缚，氢原子具有正的能量，称为非束缚态，这类 

似于经典力学中彗星相对于太阳运动的状态；我们通常只考虑束缚态，即电子在核的束缚下运动，体系的能量为负值。 

† 
这里的“完备”是指，对于任何与本征函数满足同样边界条件的品优函数 f，都可以表示为这些本征函数的线性组合。这个假设其实是 

一个数学假设。
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ai 的几率；②  2 
i c  的加和为 1(正如几率所应该的那样)。 

这时我们说Ψ是 A 的一些本征态的叠加，每个本征态和 A ˆ 的一个本征值对应，各种本征值出现的几率由 

展开系数的平方决定。这就是所谓的态叠加原理。 

考虑一种特殊情况：如果除了一个系数 ck 外，其它的系数都为 0，则  2 
k c  =1。这表明对 A进行测量得到 

ak 的几率是 1，或者说 A有确定值；同时状态波函数Ψ还原为 A ˆ 的本征函数 

k ϕ = Ψ 

这就验证了体系处于本征态时物理量有确定值的说法。 

物理量的平均值 

波函数Ψ能够告诉我们各种测量结果出现的几率，如果将各些结果按照几率进行平均，就得到平均值。 

平均值常称为期望值，它不一定是能观测到的可能值之一，如一个家庭平均有 2.2个人。 

量子力学的基本假设之一：如果Ψ是体系在时刻 t时的归一化的状态波函数，则在时刻 t时物理量 A的平 

均值是 

τ d A A Ψ ∫ Ψ >= <  ˆ *  (163) 

∫ τ d  表示积分区域遍及所有空间坐标的全部区域。 

如，粒子坐标 x的平均值 

∫ Ψ ∫ Ψ >= < ∞ 
∞ −  dx x x  *  (一维) 

∫ ∫ ∫ Ψ ∫ Ψ >= < ∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ −  dydz dx x x  *  (三维) 

粒子势能的平均值 

∫ ∫ ∫ Ψ ∫ Ψ >= < ∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ −  dxdydz z y x V V  ) , , ( *  (三维) 

♦ 尽管在上面的例子中，被积函数中各因子可以互换位置，但一般而言，  A A A  ˆ ˆ ˆ  * * * Ψ Ψ ≠ Ψ Ψ ≠ Ψ Ψ 

♦ Ψ 必须是归一化的， 

再次考察本征态的情形，如果状态波函数Ψ是 A ˆ 的本征值为 a的本征函数，即 Ψ = Ψ  a A ˆ  ，则
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a d a d a d A A = Ψ ∫ Ψ = Ψ ∫ Ψ = Ψ ∫ Ψ >= < τ τ τ  * * * ˆ 

上面公式中用到了归一化条件。这个结果并不意外，因为在该本征态下，测量性质 A 时结果总是 a，平均 

值自然等于 a。 

共同本征态 

现在考虑多个物理量的同时准确测量。 

我们已经知道，若状态波函数Ψ是算符 A ˆ 的一个本征值为 a 的本征函数，则对物理量 A 的测量结果一定 

是 a。可以推断，若Ψ同时是两个算符 A ˆ 和 B ˆ 的本征函数， 

Ψ = Ψ  a A ˆ  , Ψ = Ψ  b B ˆ 

显然，物理量 A和 B同时有确定值，分别为 a和 b。 

两个或多个算符共同的本征函数所描述的状态称为的共同本征态。当体系处于(两个或多个物理量的)共 

同本征态时，相应的物理量同时有确定值。 

多个物理量的准确测量和算符的对易关系 

测不准原理使我们面临经典力学不曾出现的问题，那就是不是所有物理量都可以同时准确测量。那么， 

在什么情况下几个物理量可以有共同的本征态，或者说可以同时准确测定？ 

从量子力学算符的对易性质出发，可证明如下定理： 

定理：若一组算符彼此两两对易，则这些算符可以找到共同本征函数完备集。 

例如，若  0 ] ˆ , ˆ [ = B A  、  0 ] ˆ , ˆ [ = C B  、  0 ] ˆ , ˆ [ = A C  ，我们可以对A ˆ 、B ˆ 和C ˆ 找到共同的本征函数完备集。在这些本征 

函数描述的状态(共同本征态)下，A、B、C同时有确定值。 

该定理的逆定理也成立：若对一组算符能够找到共同的本征函数完备集，则这些算符彼此两两对易。 

§17薛定愕方程的算符表示 

一个物理量对应一个量子力学算符，算符的本征值代表该物理量的许可值。算符的本征函数又称本征态，
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体系处在本征态时，相应的物理量有确定值。非本征态下，状态波函数可表示为一些本征态的叠加，相应 

的物理量虽然是不确定的，但可以根据状态波函数求出其平均值。所以量子力学问题可归结为求本征值和 

本征态。 

1. 薛定愕方程的算符表达式 

不含时间的薛定愕方程： 

对于一维一粒子的保守体系，首先用坐标 x 和相应的线动量 px 为变量，写出动能、势能以及总能量的经 

典力学表达式 

动能： 
m 
p 

T  x 
2 

2 
= 

势能：  ) (x V V = 

总能量(哈密顿量)：E=T+V 

根据物理量和量子力学算符的对应关系，写出相应的算符 

动能算符： 
2 

2 2 2 

2 2 
ˆ ˆ 

dx 
d 

m m 
p 

T  x  h 
− = = 

势能算符： ⋅ =  ) ( ˆ  x V V  (一般而言，这是正确的，如  2 ) (  ax x V =  ) 

能量算符(哈密顿算符)：  ) ( 
2 

ˆ ˆ ˆ 
2 

2 2 
x V 

dx 
d 

m 
V T H + − = + = 

h 

(171) 

再写出能量算符(哈密顿算符)的本征方程 

ψ ψ  E H = ˆ  (172) 

根据本征值和本征函数的意义，E就是体系的能量许可值，ψ是能量本征函数(能量本征态)。 

将上式和(148)式表示的不含时间的薛定愕方程比较，容易看出两者在形式上相同的，上式称为不含时间的薛定愕 

方程的算符表达式。所以，定态波函数就是能量本征函数，不含时间的薛定愕方程就是能量本征方程。 

定态时，完全波函数是哈密顿算符的本征函数吗？ 

1.4节中指出，一维一粒子体系处于定态时，完全波函数为
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h 
iEt 

e x t x 
− 

= Ψ  ) ( ) , ( ψ 

由于保守体系的哈密顿算符中不含时间，不会影响上式中的指数因子 h / iEt e − ，所以有 

) ( ˆ ] ) ( [ ˆ ) , ( ˆ  x H e e x H t x H 
iEt iEt 

ψ ψ h h 
− − 

= = Ψ 

) , ( ] ) ( [ ) (  t x E e x E x E e 
iEt iEt 

Ψ = = = 
− − 

h h ψ ψ  (173) 

于是，对于一定态，完全波函数是哈密顿算符的本征函数，测定能量时，肯定得到 E 值。这和 1.4 节中讨 

论的结果是一致的。 

此外需要注意的是，在定态下，能量虽然有确定值，但其它的物理量不一定能够有确定值(要看它们的算 

符是否和哈密顿算符对易)。 

对于定态，计算物理量 A的平均值不必用完全波函数Ψ，这是因为 

τ ψ ψ τ  d e A e d A  iEt iEt  ) ( ˆ ) (  / * / *  h h − − 
∫ ∫ = Ψ Ψ >= < 

τ ψ ψ τ ψ ψ  d A d A e ∫ = ∫ =  ˆ ˆ  * * 0  (174) 

所以对于一定态，可以直接用定态波函数ψ求物理量的平均值。含时间的薛定愕方程： 

根据(143)式，不含时间的薛定愕方程的算符表达式如下： 

Ψ = Ψ 
∂ 
∂ 

−  H 
t i 

ˆ h  (175) 

注意上式中的Ψ是完全波函数，而且哈密顿算符中的势能部分可以和时间有关(如果是保守体系，则与时间 

无关)。 

在后面的讨论中，如果不特殊声明，体系均指保守体系。 

2. 三维多粒子体系的薛定愕方程 

薛定愕方程的算符表达式使得我们可以很容易将其推广到三维多粒子的体系。 

三维一粒子体系： 

总能量的经典力学表达式为
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) , , ( 
2 

2 2 2 

z y x V 
m 

p p p 
V T H  z y x + 

+ + 
= + =  (176) 

相应的哈密顿算符为 

) , , ( ) ( 
2 

ˆ ˆ ˆ 
2 

2 

2 

2 

2 

2 2 
z y x V 

z y x m 
V T H + 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
− = + = 

h 

) , , ( 
2 

2 
2 

z y x V 
m 

+ ∇ − = 
h  (177) 

其中 
2 

2 

2 

2 

2 

2 
2 

z y x ∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

= ∇ ，称为拉普拉斯算符（读做“del平方”） 

根据算符表达式，不含时间的薛定愕方程为 

ψ ψ  E z y x V 
m 

= + ∇ −  )] , , ( 
2 

[  2 
2 h  (178) 

三维 n粒子体系： 

令粒子 i的质量为 mi，坐标为(xi,yi,zi)，i=1,2,…,n 

总能量的经典力学表达式为 

∑ + 
+ + 

= + = 
= 

n 

i 
n n n 

i 

zi yi xi  z y x z y x V 
m 

p p p 
V T H 

1 
1 1 1 

2 2 2 
) , , ... , , ( 

2 
(179) 

相应的哈密顿算符为 

) , , ... , , ( ) ( 
2 

ˆ ˆ ˆ 
1 1 1 

1  2 

2 

2 

2 

2 

2 2 

n n n 
n 

i  i i i i 
z y x z y x V 

z y x m 
V T H + ∑ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
− = + = 

= 

h 

) ,..., ( 
2  1 
1 

2 
2 

n 
n 

i 
i 

i 
z x V 

m 
+ ∑ ∇ − = 

= 

h  (1710) 

其中 
2 

2 

2 

2 

2 

2 
2 

i i i 
i 

z y x ∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
= ∇ 

不含时间的薛定愕方程为 

ψ ψ  E z x V 
m  n 

n

i 
i 

i 
= 

 
 
 

 

 
 
 

 
+ ∑ ∇ − 

= 
) ,..., ( 

2  1 
1 

2 
2 h 

(1711) 

注意ψ是所有坐标的函数。
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3. 实例：三维势箱中的一粒子 

能量本征函数(定态波函数)和能量本征值： 

令三维势箱为边长为 a,b,c的矩形箱，箱内势能为 0，箱外势能无穷大。 

势能函数为 

0 ) , , ( = z y x V  c z b y a x < < < < < <  0 0 0 

∞ = ) , , (  z y x V  其它区域 

象一维势箱的情况一样，可以断定箱外的波函数为零，在势箱内，根据式，薛定愕方程为 

ψ ψ  E 
z y x m 

= 
∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
−  ) ( 
2  2 2 2 

2 h  (1712) 

采用分离变量法，令 

) ( ) ( ) ( ) , , (  z h y g x f z y x = ψ  (1713) 

并带入薛定愕方程，得到 

Efgh fgh h fg gh f 
m 

= + + −  ) ' ' ' ' ' ' ( 
2 

2 h 

两边同除以 fgh，移项，得到 

E 
h 
h 

g 
g 

m f 
f 

m 
+ + = −  ) ' ' ' ' ( 

2 
' ' 

2 

2 2  h h  (1714) 

左边只与 x有关，右边只与 y,z有关，两端应同等于一个常数，令该常数为 Ex，对于左端，有 

x E 
f 
f 

m 
= − 
' ' 

2 

2 h 
⇒  ) ( ) ( 

2  2 

2 2 
x f E x f 

dx 
d 

m  x = − 
h  (1715) 

得到关于 f(x)的方程。类似的，对 g(y)和 h(z)有 

) ( ) ( 
2  2 

2 2 
y g E y g 

dy 
d 

m  y = − 
h  (1716) 

) ( ) ( 
2  2 

2 2 
z h E z h 

dz 
d 

m  z = − 
h  (1717) 

比较(1714)和(1715),(1716),(1717)式，容易看出 

E E E E  z y x = + +  (1718)
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这样，从薛定愕方程得到了 3 个微分方程，每个方程的形式和一维一粒子的情形相似，边界条件也一样， 

可以用同样的方法求解。实际上，只需要一维势箱的解中的坐标 x 分别替换为 x,y,z，长度 l 分别替换为边 

长 a,b,c，量子数 n分别替换为 nx,ny,nz，就可以得到 

) sin( 2 ) ( 
a 
x n 

a 
x f  x π 

=  2 

2 2 

8ma 
h n E  x 

x = 

) sin( 2 ) ( 
b 
x n 

b 
y g  y π 

=  2 

2 2 

8mb 

h n 
E  y 
y = 

) sin( 2 ) ( 
c 
x n 

c 
z h  z π 

=  2 

2 2 

8mc 
h n E  z 

z = 

上式中的三个函数 f,g,h都是归一化的。 

最后，根据(1713)和(1718)式，得到能量本征函数和能量的表达式 

) sin( ) sin( ) sin( 8 ) ( ) ( ) ( ) , , ( 
c 
x n 

b 
x n 

a 
x n 

abc 
z h y g x f z y x  z y x π π π 

ψ = =  (1719) 

) ( 
8  2 

2 

2 

2 

2 

2 2 

c 
n 

b 

n 

a 
n 

m 
h Ez Ey Ex E  z y x + + = + + =  nx,ny,nz=1,2,3….    (1720) 

由于 f,g,h是归一化的，它们的乘积，即定态波函数，也是归一化的， 

∫ ∫ ∫ = ∫ ∫ ∫ 
∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ −  dxdydz fgh dxdydz  2 2 ψ 

1 1 1 1 2 2 2 = ⋅ ⋅ = ∫ ∫ ∫ ⋅ ⋅ = ∞ 
∞ − 

∞ 
∞ − 

∞ 
∞ −  dz h dy g dx f 

简并能级： 

如果三维势箱是立方体，即，a=b=c，则 

) ( 
8 

2 2 2 
2 

2 

z y x  n n n 
ma 
h E + + = 

下面列出了一些量子数以及对应的能量 

nx,ny,nz  E (h 2 /(8ma 2 )) 

111  3 

211  6 

121  6 

112  6
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122  9 

212  9 

221  9 

对于  211、121、112 三组量子数，对应着三个不同的独立的能量本征函数，表示三个不同的定态，但它 

们的能量本征值相同，均为 6h 2 /(8ma 2 )，所以这个能量本征值是简并的，简并度为 3。由于每个能量代表一 

个能级，我们称这样的能级为简并能级，相应的 3个定态为简并态。 

§18角动量 

1. 一粒子的轨道角动量算符 

角动量的经典力学表达式： 

设一质量为 m的粒子绕原点做轨道运动，其位置矢量为 

z k y j x i r 
v v v v 

+ + =  (181) 

线动量的矢量为 

z y x z y x  p k p j p i mv k mv j mv i v m p 
v v v v v v r v 

+ + = + + = =  (182) 

轨道角动量的定义为 

p r M 
r v v 

× =  (183) 

根据矢量的差积的定义，有 

z y x  p 
z 
k 

p 
y 
j 

p 
x 
i 

p r M 

v v v 

r v v 
= × = 

k yp xp j xp zp i zp yp  x y z x y z 
v v v 
) ( ) ( ) ( − + − + − = 

k M j M i M  z y x 
v v v 

+ + =  (184)
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角动量是一个矢量。根据上式，角动量的三个分量分别为 

y z x  zp yp M − =  (185) 

z x y  xp zp M − =  (186) 

x y z  yp xp M − =  (187) 

角动量的平方是一个标量，为角动量与自身的点积 

) ( ) ( 2 
z y x z y x  M k M j M i M k M j M i M M M 

v v v v v v v v 
+ + ⋅ + + = ⋅ = 

2 2 2 
z y x  M M M + + =  (188) 

角动量算符： 

根据算符和物理量的对应关系，得到角动量分量的算符分别为 

) ( ˆ 
y 

z 
z 

y 
i 

M x ∂ 
∂ 

− 
∂ 
∂ 

= 
h  (189) 

) ( ˆ 
z 

x 
x 

z 
i 

M y ∂ 
∂ 

− 
∂ 
∂ 

= 
h  (1810) 

) ( ˆ 
x 

y 
y 

x 
i 

M z ∂ 
∂ 

− 
∂ 
∂ 

= 
h  (1811) 

角动量平方的算符为 

2 2 2 2  ˆ ˆ ˆ ˆ 
z y x  M M M M + + =  (1812) 

角动量算符之间的对易性质： 

根据这些角动量算符的表达式，可以证明它们具有如下对易关系 

z y x  M 
i 

M M  ˆ ] ˆ , ˆ [  h 
− = 

x z y  M 
i 

M M  ˆ ] ˆ , ˆ [  h 
− = 

y x z  M 
i 

M M  ˆ ] ˆ , ˆ [  h 
− = 

0 ] ˆ , ˆ [ ] ˆ , ˆ [ ] ˆ , ˆ [  2 2 2 = = =  z y x  M M M M M M
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根据  1.6 节中关于共同本征态的讨论，这些对易性质表明：①三个角动量分量的算符彼此不对易，没有 

共同本征函数完备集，如果一个分量有确定值，其它两个分量一般是不确定的(例外是角动量为 0的情况， 

这时三个分量都是 0)；②角动量平方的算符和任一分量的算符对易，可以对  2 M  和任一分量(通常选择 Mz) 

求共同的本征函数完备集。 

球极坐标和笛卡儿坐标的变换关系： 

如果用  2 ˆ M  和  z M ˆ  (或  x M ˆ  ,  x M ˆ  ，但只能选一个分量)的笛卡儿坐标表达式求共同本征函数和本征值，将面 

临不能对 x,y,z进行变量分离的问题，但转换到球极坐标中可以分离变量。 

球极坐标(r,θ,φ)和笛卡儿坐标(x,y,z)之间的关系如下图所示 

φ θ cos sin r x = φ θ sin sin r y = θ cos r z = 

z y x r + + =  2 2  2 2 2 / cos  z y x z + + = θ  x y tg  / = ϕ 

球极坐标系中的归一化： 

球极坐标系中的一个体积元可表示为(参见课本 p60图 15.3) 

φ θ θ τ  d drd r d  sin 2 = ∞ < < r 0  , π θ < < 0  , π φ  2 0 < <  (1813) 

归一化条件为：

∫ ∫ ∫ ⋅ = ∫ 
∞ 
0  0 

2 
0 

2 2 2  sin ) , , ( ) , , ( π π φ θ θ φ θ ψ τ φ θ ψ  d drd r r d r  =1    (1814) 

如果  ) ( ) ( ) ( ) , , ( φ θ φ θ ψ Φ Θ =  r R r  ，则有 

∫ ∫ ∫ ⋅ Φ Θ ∞ 
0  0 

2 
0 

2 2  sin ) ( ) ( ) ( π π φ θ θ φ θ  d drd r r R 

1 ) ( sin ) ( ) ( 
2 

0 
2 

0 
2 2 

0 = ∫ Φ ⋅ ∫ Θ ⋅ ∫ = ∞ ∞ ∞ φ φ θ θ θ  d d dr r r R
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通常对三个因子分别进行归一化，这样，  ) , , ( φ θ ψ  r  也必然是归一化的。 

角动量算符的极坐标表达式： 

角动量算符中含有  z y x ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  / , / , /  ，需要借助链规则进行变换，可以得到 

φ ∂ 
∂ 

= 
i 

M z 
h ˆ  (1815) 

) 
sin 
1 ( ˆ 

2 

2 

2 2 

2 
2 2 

φ θ θ 
θ 

θ ∂ 

∂ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
− =  ctg M  h  (1816) 

2. z M ˆ 和 2 ˆ M 
v 

的共同本征函数和本征值 

由于  z M ˆ  和  2 ˆ M 
v 

中只含有变量θ、φ，它们的共同本征函数应该只是θ和ϕ的函数。 

本征方程： 

) , ( ) , ( ˆ φ θ φ θ  bY Y M z =  (1817) 

) , ( ) , ( ˆ 2 φ θ φ θ  cY Y M =  (1818) 

其中 b,c分别为待求的本征值。Y为共同本征函数。 

求解过程中采用分离变量法，令  ) , ( ϕ θ Y  为一个θ因子和一个φ因子的乘积 

) ( ) ( ) , ( φ θ ϕ θ Φ Θ = Y  (1819) 

) (θ Θ 的函数形式和  z M ˆ  的本征值： 

对于  z M ˆ  ，本征方程的具体形式为 

) , ( ) , ( φ θ φ θ 
ϕ 

bY Y 
i 

= 
∂ 
∂ h  (1820) 

将(1819)代入上式，有 

)] ( ) ( [ )] ( ) ( [ φ θ φ θ 
ϕ 

Φ Θ = Φ Θ 
∂ 
∂  b 

i 
h
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) ( ) ( ) ( ) ( φ θ 
φ 
φ 

θ Φ Θ = 
Φ 

Θ  b 
d 

d 
i 
h 

两边同除以ΘΦ，可以得到 

φ 
φ 
φ  d ib d 

h 
= 

Φ 
Φ 

) ( 
) ( 

⇒ h 
φ 

ϕ 
ib 

Ae = Φ  ) (  (1821) 

边界条件是：为了保证Φ(φ)单值，φ改变 2π后应该回到同一点, 

) ( ) 2 ( ϕ π ϕ Φ = + Φ 

因此， 

h h h 
ϕ π ϕ  ib ib ib 

Ae e Ae = 
2 

⇒  1 
2 

= h 
π ib 

e 

上式表明，辐角必须是 2π的整数倍，因此 

π π  2 2 
⋅ = 

⋅  m b 
h 

..... 2 , 1 , 0 ± ± = m 

得到  z M ˆ  的本征值为 

h m b =  ..... 2 , 1 , 0 ± ± = m  (1822) 

m称为磁量子数 

再利用归一化条件确定(1821)式中的常数 A， 

( )  1 2 2 2 
0 

2 2 
0 

* 
= ⋅ = ∫ = ∫ π ϕ ϕ π π ϕ ϕ  A d A d Ae Ae  im im 

π 2 
1 

= A 

得到  ) (φ Φ 的函数形式为 

φ 

π 
ϕ  im 

m  e 
2 
1 ) ( = Φ  (1823) 

Φ的下标 m表示函数中含有量子数 m。 

Φm(φ)是正交归一化的 

∫ = Φ Φ π δ φ 2 
0  ' ' 

* 
mm m m  d  (1824)



 39  

) (θ Θ 的函数形式和  2 ˆ M  的本征值： 

2 ˆ M  的本征方程的具体形式为 

)] ( ) ( [ )] ( ) ( )[ 
sin 
1 ( 

2 

2 

2 2 

2 
2 φ θ φ θ 

φ θ θ 
θ 

θ 
Φ Θ = Φ Θ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
−  c ctg h  (1825) 

将前面求出的Φ(φ)带入 

] 
2 
1 ) ( [ ] 

2 
1 ) ( )[ 

sin 
1 ( 

2 

2 

2 2 

2 
2 φ φ 

π 
θ 

π 
θ 

φ θ θ 
θ 

θ 
im im  e c e ctg Θ = Θ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
−h 

化简后，得到 

) ( ) ( 
sin 

) ( cot ) ( 
2 2 

2 

2 

2 
φ φ 

θ θ 
φ 

θ 
θ 

φ 
Θ − = Θ − 

Θ 
+ 

Θ 

h 
c m 

d 
d 

d 
d  (1826) 

这个方程的求解比较复杂，经过处理后可得到级数形式的通解 

θ θ θ ∑ = Θ 
∞ 

=0 
cos ) (sin ) ( 

i 

i 
i 

m  a  (1827) 

级数中的系数满足如下的两项递推关系式 

i i  a 
i i 

c m i m i 
a  ] 

) 2 )( 1 ( 
/ ) 1 )( ( 

[ 
2 

2 + + 

− + + + 
= + 

h 
(1828) 

如果知道 a0 和 a1，根据递推关系式可以确定所有系数，级数可分解为两个级数的加和：偶次幂级数和奇次 

幂级数。 

通解是一个无穷级数，而边界条件要求波函数有限，为满足这一要求，可以让偶次幂级数和奇次幂级数 

之一在 k项之后中断，即 i=k时，递推关系式中的系数为 0，这样 ak+2、ak+4 等都将为零。 

0 
) 2 )( 1 ( 

/ ) 1 )( (  2 

= 
+ + 

− + + + 
i k 

c m k m k  h 
(1829) 

如果 k 为偶数，再让 a1 等于 0，去掉奇次幂级数；如为奇数则让 a0=0，去掉偶次幂级数。这样函数就满 

足有限的要求了。 

根据(1828)式，得到本征值 c为 

2 ) 1 )( (  h + + + =  m k m k c
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令  l m k = + ，则  2 ˆ M  的本征值 c为 

2 ) 1 (  h + =  l l c  (1830) 

其中 l称为角量子数，因为 k,|m|=0,1,2…，所以角量子数 l=0,1,2…。 

又因为  m m k l ≥ + = ，所以，磁量子数 m= 0,±1,±2….±l。 

根据上面的讨论，  ) (θ lm Θ 的级数解为 

∑ = Θ 
− 

= 
= 

m l 

i 
i 

i 
i 

m 
lm  a 

... 3 , 1 
,.. 2 , 0 

cos ) (sin ) ( 

或 

θ θ θ  (1830) 

其中系数满足  i i  a 
i i 

l l m i m i 
a  ] 

) 2 )( 1 ( 
) 1 ( ) 1 )( ( 

[ 2 + + 

+ − + + + 
= +  (1831) 

级数解中的 i从 0开始还是从 1开始取决于  m l − 是奇数还是偶数，a0(或 a1)通过归一化条件确定。Θ 的下 

标 lm表示函数中含有量子数 l和 m。 

实际上，函数  ) (θ lm Θ 在数学中就是归一化后的联属勒让德函数，它的形式为 

) (cos ]
)! ( 
)! ( 

2 
1 2[ ) (  2 

1 

θ θ  m 
l lm  P 

m l 
m l l 

+ 

− + 
= Θ  (1832) 

其中  ) (cosθ m 
l P  为勒让德多项式， 

l 
m l 

m l 
m 

l 
m 
l  w 

dw 

d w 
l 

P  ) 1 ( ) 1 ( 
! 2 

1  2 2 / 2 − − = 
+ 

+ 
(1833) 

Θlm(φ)也是正交归一化的 

∫ ⋅ = Θ Θ π δ δ φ 0  ' ' ' '  mm ll m l lm  d  (1834) 

两个Θ 函数中的量子数全相等时，上式的积分为 1，否则为 0。 

总结： 

①  2 ˆ M  和  z M ˆ  对易，可以求共同本征函数完备集，其本征方程为：
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) , ( ) 1 ( ) , ( ˆ  2 φ θ φ θ  m
l 

m
l z  Y l l Y M  h + = 

) , ( ) , ( ˆ 2 φ θ φ θ  m
l 

m
l  Y m Y M  h = 

② l=0,1,2….称为角量子数；m= 0,±1,±2….±l称为磁量子数 

③ 共同的本征函数  ) , ( φ θ m
l Y  为 

φ θ 
π 

φ θ ϕ θ  im m 
l m m l 

m
l  e P 

m l 
m l l 

Y  ) (cos ]
)! ( 
)! ( 

4 
1 2

[ ) ( ) ( ) , (  2 
1 

, + 

− + 
= Φ Θ = 

其中  ) ( ), ( , φ θ  m m l Φ Θ 分别由  (1823)和(1823)式给出。 

) , ( ϕ θ m
l Y  称为球谐函数，它描述的状态下，角动量平方(或大小)和角动量沿 z轴的分量同时有确定值， 

分别为两个算符的本征值  2 ) 1 (  h + l l  和 h m  。(相应的，角动量的大小为 h ) 1 ( + l l  ) 

④ 对应于  2 ˆ M  的一个本征值  2 ) 1 (  h + l l  ，  m
l Y  中的 m 从l 到+l 有 2l+1 种可能取值，所以  2 ˆ M  的本征值是 

2l+1重简并的。 

⑤  ) ( ) ( ) , ( φ θ φ θ  m lm 
m
l Y Φ Θ = 满足正交归一化条件，即 

∫ Φ Φ ⋅ ∫ Θ Θ = ∫ ∫ π π π π φ θ θ φ θ θ  2 
0  ' 

* 
0  ' ' 

* 
0 

2 
0  ' 

*  sin sin '  d d d d Y Y  m m m l lm 
m
l 

m
l 

' '  mm ll δ δ ⋅ = 

当  ' l l = 并且  ' m m = 时，积分为 1；当  ' l l ≠ 或  ' m m ≠ 时，积分为 0； 

⑥ 在  m
l Y  描述的共同本征态下，  2 M  和  z M  同时确定，而  x M  和  y M  则不能准确确定(l=0的情况除外)。 

从图像上看，画出以  z 轴为轴心、高为 h m  ，斜高为 h ) 1 ( + l l  的圆锥，圆锥的高度就是  z M  ，圆锥上 

的任何一条母线代表的矢量就是M 
v 
(参见课本 p73图 16.1)。 

l 为什么要求两个算符的共同本征态？在这个实例中，若给定角动量平方为  2 ) 1 2 ( 2  h + ，相应有五个角量 

子数等于 2的独立的本征态，本征态不确定；但如果再指定角动量 z分量为 h − ，我们就可以明确该本 

征态为  1 
2 
− Y  。之所以可以这样做，是因为根据算符的对易性质，  z M  和  2 M  可以有共同本征态，在共同
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本征态下，这两个物理量能够同时确定，因此，通过进一步指定  z M ˆ  的本征值，我们将  2 M  的各简并 

的本征态一一确定下来。【也就是说，一个算符的本征值出现简并时，给定本征值(或量子数)往往不能 

将本征态唯一确定下来，但这时可以找到另外的一个或几个算符，这些算符彼此对易，从而可以求共 

同本征态，通过指定各个算符的本征值(或相应的一组量子数)，可以将简并态唯一确定下来，在氢原子 

问题中，我们将求多个算符的共同本征态】 

§19类氢原子 

几个物理量的矢量表示： 

位置： z k y j x i r 
v v v v 

+ + =  2 2 2  z y x r r + + = = 
v 

速度： z y x  v k v j v i 
dt 
dz k 

dt 
dy j 

dt 
dx i 

dt 
r d v 

v v v v v v v 
v 

+ + = + + = = 

2 2 2 
z y x  v v v v v + + = = 

v 

线动量： z y x z y x  p k p j p i mv k mv j mv i v m p 
v v v v v v v v 

+ + = + + = = 

2 2 2 
z y x  p p p p p + + = = 

v 

1. 两粒子约化为一粒子问题： 

设空间有两个质量分别为 m1 和 m2 的粒子，质心的位置为 C，在下图中给出了各点之间相对位置的矢量 

表示 

1 r 
r 

2 r 
r 

R 
v 

1 2  r r r  v v v 
− =
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粒子间存在相互作用，设相互作用的势能为 V，总能量为各粒子动能和势能之和，表示为 

) , , ( 
2 
1 

2 
1 

1 2 1 2 1 2 
2 
2 2 

2 
1 1  z z y y x x V v m v m V T E − − − + + = + = 

) ( 
2 
1 

2 
1 

1 2 

2 
2 

2 

2 
1 

1  r r V 
dt 
r d m 

dt 
r d m  v v 

v v 
− + + =  (191) 

两个粒子间的相对位置为 

1 2  r r r  v v v 
− = 

质心 C位置定义为 

2 1 

2 2 1 1 

m m 
r m r m R 

+ 
+ 

= 
v v v 

如果将(191)中的  1 r 
v 
、  2 r 

v 
用 r v 、 R 

v 
表示，有 

) ( 
2 
1 ) (

2 
1  2 

2 1 

2 1 
2 

2 1  r V 
dt 
r d 

m m 
m m 

dt 
R d m m E  v 

v v 
+ 

+ 
+ + = 

) ( 
2 
1 

2 
1  2 2 

r V 
dt 
r d 

dt 
R d M  v 

v v 
+ + = µ  (192) 

其中，  2 1  m m M + = 是总质量，  ) /(  2 1 2 1  m m m m + = µ 是约化质量。 

在(192)式中，第一项：仅与总质量和质心的速度有关，是体系整体移动的动能，为常数  (体系作为整体 

是孤立的，没有受到外力的作用，作匀速直线运动)；第二、三项：仅与两个粒子的约化质量和相对位置、 

相对速度有关，是体系内部粒子做相对运动的能量(振动+转动)。这样可以对整体运动和内部相对运动分开 

处理。 

对于两粒子体系，我们只考虑内部的相对运动(在空间做整体运动的能量为常数，可以不考虑，必要时， 

可以在求出内部能量后，再将整体运动能量加上去)。这样，可以去掉  (192)的第一项，两粒子内部相对运 

动的能量、哈密顿算符以及薛定愕方程分别为 

) ( 
2 

2 
r V 

p 
E  v 

+ = 
µ 
µ  (193) 

) , , ( 
2 

) ( 
2 

ˆ ˆ  2 
2 2 

ϕ θ 
µ µ 

µ  r V r V 
p 

H + ∇ − = + = 
h v  (194)
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ψ ψ  E H = ˆ  (195) 

上面的表达式中，  ) /(  2 1 2 1  m m m m + = µ 是约化质量。 

(193)式可理解为：假想有一个质量为µ的粒子，在一个力场中运动，其势能为 V。这样，两粒子问题就 

变成一粒子问题。 

2 中心力场问题： 

中心力场：中心力场是势能函数 V仅仅与 r v 的大小有关的力场，即  ) ( ) (  r V r V = 
v 

，势能函数呈球对称。 

拉普拉斯算符的球极坐标表达式： 

2 

2 

2 

2 

2 

2 
2 

z y x ∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
+ 

∂ 

∂ 
= ∇ 

) 
sin 
1 cot ( 1 2 

2 

2 

2 2 

2 

2 2 

2 

ϕ θ θ 
θ 

θ ∂ 

∂ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
= 

r r r r 

2 
2 2 2 

2 
ˆ 1 2  M 

r r r r  h 
− 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
=  (196) 

上式中用到了角动量平方算符  2 ˆ M  的球极坐标表达式。 

中心场中一粒子的哈密顿算符 

由于两粒子问题可以看作是一个质量为µ的假想粒子在势场  V 中运动，如果势场是中心场，综合(194) 

和(196)，两粒子做相对运动的哈密顿算符为 

) ( 
2 

ˆ  2 
2 

r V H + ∇ − = 
µ 

h 

) ( ˆ 
2 
1 ) 2 ( 

2 
2 

2 2 

2 2 
r V M 

r r r r 
+ + 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
− = 

µ µ 
h  (197) 

中心场中一粒子的能量本征函数 

可以证明，当势能 V仅仅与 r有关(中心场)时，算符  z M M H  ˆ , ˆ , ˆ  2  彼此对易，可以求共同本征函数集。设共同本 

征函数为ψ  ) , , ( φ θ r  ，有如下本征方程 

ψ ψ  E H = ˆ  (198)
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ψ ψ  2 2  ) 1 ( ˆ  h + =  l l M  l=0,1,2…          (199) 

ψ ψ h m M z = ˆ  m=l,l+1, …., l  (1910) 

上节中已经指出，  z M M  ˆ , ˆ 2  的本征函数是球谐函数  ) , ( ϕ θ m
l Y  ，由于  z M M  ˆ , ˆ 2  与 r 无关，乘以一个函数  ) (r R  后 

得到的  ) , ( ) ( ϕ θ m
l Y r R  必然仍是  z M M  ˆ , ˆ 2  的本征函数，因此，可以将ψ  ) , , ( φ θ r  表示为 

) , ( ) ( ) , , ( ϕ θ ϕ θ ψ  m
l Y r R r =  ) (r R  称为径向因子  (1911) 

径向方程： 

(1911)中的径向因子是未知的。将哈密顿算符的表达式和  m
l Y R ⋅ = ψ 带入(198)式的能量本征方程，有 

)] , ( ) ( [ )] , ( ) ( )][ ( ˆ 
2 
1 ) 2 ( 

2 
[  2 

2 2 

2 2 

ϕ θ ϕ θ 
µ µ 

m
l 

m
l  Y r R E Y r R r V M 

r r r r 
= + + 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

− 
h 

)] , ( ) ( [ )] , ( ) ( )][ ( 
2 

) 1 ( ) 2 ( 
2 

[ 
2 

2 

2 

2 2 
ϕ θ ϕ θ 

µ µ 
m
l 

m
l  Y r R E Y r R r V 

r 
l l 

r r r 
= + 

+ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
− 

h h 

) ( ) ( )] ( 
2 

) 1 ( ) 2 ( 
2 

[ 
2 

2 

2 

2 2 
r ER r R r V 

r 
l l 

r r r 
= + 

+ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
− 

µ µ 
h h  (1912) 

(1911)称为径向方程，解之可得径向因子  ) (r R 

结论：对于中心场，势能函数仅仅是  r 的函数(球对称)，单粒子波函数可表示为径向因子  ) (r R  和角度因子 

的乘积，前者角度因子就是球谐函数  ) , ( ϕ θ m
l Y  ，径向因子  ) (r R  满足径向方程。 

3 类氢原子的定态波函数和能级结构： 

类氢原子的哈密顿算符： 

由一个电荷为+Ze、质量为 mN 的原子核和一个电荷为e、质量为 me 电子组成。是两粒子问题。 

核与电子的相互作用能 V为 

r 
Ze r V 

0 

2 

4 
) ( 

πε 
− 

势能仅仅与 r有关，这是中心场问题。 

核和电子相对运动的哈密顿算符为
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r 
Ze H 

0 

2 
2 

2 

4 2 
ˆ 

πε µ 
− ∇ − = 

h  (1913) 

由于 me<<mN， 

m m 
m m 
m m 

e 
N e 

N e = ≈ 
+ 

= µ 

往往也将哈密顿算符表示为 

r 
Ze 

m 
H 

0 

2 
2 

2 

4 2 
ˆ 

πε 
− ∇ − = 

h  (1914) 

这样，第一项可看作是电子的动能项(但严格的处理中应该采用电子和核约化质量µ，而不是电子质量 m) 

类氢原子的径向方程： 

由于是中心场问题，定态波函数(即能量本征函数，或能量本征态)可表示为 

) , ( ) ( ) , , ( ϕ θ ϕ θ ψ  m
l Y r R r = 

其中径向因子  ) (r R  满足径向方程 

) ( ) ( ] 
4 2 

) 1 ( ) 2 ( 
2 

[ 
0 

2 

2 

2 

2 

2 2 
r ER r R 

r 
Ze 

r 
l l 

r r r m 
= − 

+ 
+ 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 

∂ 
− 
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非束缚态(E≥0)： 

对于类氢原子，如果电子的动能大于势能的绝对值，电子将脱离原子核的束缚，处于非束缚态。 

非束缚态类氢原子的能量 E≥0，而且任何非负的能量都是允许的，即能量是连续的。 

非束缚态波函数又称连续谱波函数。连续谱波函数单值、连续、有限，但不是平方可积的。其角度部分 

仍为球谐函数，其径向因子的表达式我们在此不予讨论，只考虑动能小于势能绝对值的束缚态(E<0)。如果 

不特殊声明，后面的所说的原子的状态均指束缚态。 

束缚态(E<0)： 

① 能量本征值 

解径向方程，可以得到无穷级数形式的通解(和角动量问题中Θ函数的通解类似)，再结合边界条件(波 

函数处处有限)，使级数在级数的某一项后中断，这个边界条件使得能量量子化，能量的表达式为
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2 

2 

2 

2 

0 0 

2 

2 4  n 
Z R 

n 
Z 

a 
e E − = ⋅ − = 

πε 
(1916) 

其中 a0 为玻尔半径，n 称为主量子数，常数 R=13.6eV。边界条件同时还使得主量子数 n 和角量子数 l有 

如下关系 

1 + ≥ l n  或  1 − ≤ n l  (1917) 

② 径向因子的表达式 

) (r R  的级数形式的解为 

∑ = 
− − 

= 

−  1 

0 
0 ) ( 

l n 

i 

i 
i 

na 
Zr 

l 
nl  r b e r r R  (1918) 

其中系数满足递推关系式  i i  b 
l i i 
n l i 

na 
Z b 

) 2 2 )( 1 ( 
) 1 ( 2 

0 
1 + + + 

− + + 
= + ，b0 可以通过归一化条件确定。 

) (r R nl  其实就是归一化的联属拉盖尔函数 

) ( ] 
] )! [( 2 
)! 1 ( ) 2 [( ) (  1 2 2 2 

1 

3 
3 

0 
ρ ρ 

ρ 
+ 

+ 
− 

+ 

− − 
− =  l 

l n 
l 

nl  L e 
l n n 

l n 
na 
Z r R 

其中  ) /( 2  0 na Zr = ρ ，  ) ( 1 2 ρ + 
+ 
l 
l n L  称为联属拉盖尔多项式 

∑ 
+ + − − − 

− 
+ − = 

− − 

= 

+ 
+ 

1 

0 

2 1 2 
)! 1 2 ( )! 1 ( ! 

) ( ] )! [( ) ( 
l n 
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i 
l 
l n  i l i l n i 

l n L 
ρ 

ρ 

) (r R nl  满足正交归一化条件，其正交归一性可表示如下 

' ' 0 
2 

' ' 
* 

ll nn l n nl  dr r R R δ δ ⋅ = ∫ 
∞  (1919) 

③ 束缚态的定态波函数 

) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) , , ( φ θ ϕ θ ϕ θ ψ  m lm nl 
m
l nl nlm  r R Y r R r Φ Θ = = 

ϕ 

π 
θ  im 

lm nl  e r R 
2 
1 ) ( ) ( Θ =  (1920) 

定态(能量本征态)的描述以及能级结构： 

类氢原子问题是中心场问题，算符  z M M H  ˆ , ˆ , ˆ  2  彼此对易，定态(能量本征态)可以选择为三者的共同本征态



 48  

) , , ( ϕ θ ψ  r nlm  。这样，一个定态用 3个量子数 n,l,m表征(后面讨论自旋时，我们还会增加一个量子数)。 

类氢原子束缚态的能级由量子数 n决定，是分立(不连续)的；而非束缚态的能级是连续的，就像 16节中 

图所示的那样。 

4 类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论： 

量子数： 

束缚态波函数与三个量子数有关： 

① 主量子数 n=1,2,3…，它决定能量，  2 2 / n RZ E − = 

② 角量子数 l=0,1,…,n1，它决定轨道角动量的大小， h ) 1 ( + =  l l M 

③ 磁量子数 m=l,l+1,…,l，它决定轨道角动量沿  z 轴的分量 h m M z = ，由此也决定了轨道角动量与  z 轴的夹角 

) 1 ( / / cos + = =  l l m M M z θ 。 

能级的简并性： 

① 束缚态的分立能级： 

能级仅仅由 n决定，而束缚态波函数与 n,l,m 有关，因此，n相同而 l,m不同的定态是简并的【这再次 

说明为什么要求共同本征态，因为仅仅根据能量值无法将能量本征态(即定态)唯一确定下来】。 

给定 n的值，相应的 l从 0到 n1有 n个值，而对应每个 l值又有 2l+1个 m值，因此能级的简并度为 

2 1 

0 
1 2  n l 

n 

l 
= ∑ + 

− 

= 
(1921) 

分立能级是 n 2 重简并的(后面将指出，考虑自旋时简并度会加倍，即 2 n 2 )。 

② 非束缚态的连续能级 

能级非量子化，没有主量子数，因此对l没有限制，能级无限重简并。 

束缚态波函数的标记： 

对于 l=0,1,2,3….分别用字母表示 s,p,d,f,g,h,i,k… (从 g以后按字母顺序，但不用 j)
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如，ψ100àψ1s，ψ211à 
1 2 − p ψ ，ψ210à  0 2 p ψ ，ψ211à 

1 2 + p ψ 等。s态的 l为 0，所以 m一定为 0，对于 s态 

没必要特别标出 m的值。 

束缚态波函数的正交归一性 

) , , ( ϕ θ ψ  r nlm  构成一个完备函数集，并且是正交归一的， 

∫ ∫ ∫ ∫ ⋅ = ∞ 
0  0 

2 
0 

' 
' 

* 2 
' ' 

* 
' ' ' 

*  sin π π φ θ θ τ ψ ψ  d d Y Y dr r R R d  m
l 

m
l l n nl m l n nlm 

' ' '  mm ll nn δ δ δ ⋅ ⋅ =  (1922) 

波函数的物理意义 

指定量子数 nlm后，在 r→r+dr,θ→θ+dθ,ϕ→ϕ+dϕ的一个无限小的体积元 dτ内找到电子的几率为 

ϕ θ θ ϕ θ τ φ θ ψ  d drd r Y r R d r  m
l nl nlm  sin ) , ( ) ( ) , , (  2 2 2 =  (1923) 

根据上式，在 r1→r2,θ1→θ2,ϕ1→ϕ2 的空间范围内找到电子的几率为 

∫ ∫ ∫ 2 
1 

2 
1 

2 
1 

sin ) , ( ) (  2 2 r 
r 

m
l nl  d drd r Y r R θ 

θ 
φ 
φ ϕ θ θ ϕ θ  (1924) 

径向分布函数 

在内径为 r，外径为 r+dr的薄球壳内找到电子的几率为 

∫ ∫ ⋅ = ∫ ∫ π π π π ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ  0 
2 
0 

2 2 2 
0 

2 
0 

2 2 
sin ) , ( ) ( sin ) , ( ) (  d drd Y dr r r R d drd r Y r R  m

l nl 
m
l nl 

dr r r R nl 
2 2  ) ( =  (1925) 

其中用到了球谐函数的归一性。因为在 r处的薄球壳内找到电子的几率由  2 ) (  r r R nl  决定，定义 

2 2  ) ( ) (  r r R r D  nl =  (1926) 

这个函数称为径向分布函数。它可以理解为半径为 r处单位厚度的球壳内找到电子的几率。 

对于 ns 态，l=0，m=0，球谐函数  ) 2 /( 1 0 
0 π = Y  ，所以  ) 2 /( 0 π ψ  n ns  R = ，  2 2 2 

0  4  ns n R ψ π = ，带入上式，得 

到 ns态的径向分布函数为 

2 2 2 2  ) ( 4 ) (  r r r D  ns ψ π =  (1927)



 50  

角度分布函数 

在一个小的立体角 ϕ θ θ  d drd d  sin = Ω 范围内找到电子的几率为 

∫ ⋅ = ∫ 
∞ ∞ 
0 

2 2 2 
0 

2 2 
sin ) ( sin ) , ( sin ) , ( ) ( ϕ θ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ  d d r r R d drd Y d drd r Y r R  nl 

m
l 

m
l nl 

Ω = =  d Y d drd Y  m
l 

m
l 

2 2 
) , ( sin ) , ( ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ  (1926) 

其中用到了径向因子的归一性。相应的，定义即角度分布函数为 

2 
) , ( ϕ θ m

l Y  (1928) 

角度分布函数可看作是在(θ,φ)方向的单位立体角内找到电子的几率。 

复波函数和实波函数： 

定态波函数(能量本征态)  m lm nl nlm  R Φ Θ = ψ ，考察(1823)、(1830)以及(1918)式，  lm nl R Θ ,  均为实函数， 

但是 

φ 

π 
φ  im 

m  e 
2 
1 ) ( = Φ  (1929) 

其中含有虚数 i。因此，若 m≠0，定态波函数为复函数。但化学上习惯于使用实函数。由于 m≠0 时，有一 

个  m + 必有一个  m − ，将  m nl ψ 和对应的  m nl− ψ  (m≠0)按如下方式进行线性组合， 

) 
2 
1 

2 
1 )( ( ) ( 

2 
1 ) (

2 
1 φ φ 

π π 
θ ψ ψ  m i m i 

lm nl m nl m nl  e e r R − 
− + Θ = +  ) cos( 1 ) ( ) ( φ 

π 
θ  m r R  lm nl ⋅ Θ =  (1930) 

) 
2 
1 

2 
1 

)( ( ) ( 
2 
1 

) (
2 
1 φ φ 

π π 
θ ψ ψ  m i m i 

lm nl m nl m nl  e e r R 
i 

− 
− − Θ = −  ) sin( 1 ) ( ) ( φ 

π 
θ  m r R  lm nl ⋅ Θ =  (1931) 

这样，从两个复函数就得到了两个实函数。 

这两个实函数是彼此线性独立的吗？显然，一个函数乘以常数  c 不能得到另一函数，因而是独立的两个 

函数。 

用来组合的两个复函数  n 相同，由于能量本征值仅与 n 有关，它们是两个能量简并的定态。再回顾 15 

节中关于简并本征值的讨论，一个算符的简并本征态的任意线性组合仍是该算符的本征函数，本征值不变。 

所以它们组合出来的两个实函数仍然是对应着同一个能级(能量本征值)的定态(能量本征态)，我们可以用这 

两个实波函数代替虚波函数来描述两个独立的定态。(这时要弃用虚函数，因为 4个函数中只有两个独立的 

函数)
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利用波函数正交归一性的条件，容易证明新的实波函数也是正交归一的。 

从(1930)和(1931)可以看出，对于 m≠0，把  m ± Φ 分别 

替换为  ) cos( 1 
ϕ 

π 
m  和  ) sin( 1 

ϕ 
π 

m  就可以得到实波函数。【m=0时，Φ 为实函数，仍采用(1929)的形式】 

用来组合的两个复函数的 l值也相同， 所以组合出来的实函数仍然是  2 ˆ M  的本征函数， 本征值为  2 ) 1 (  h + l l  。 

但是两个复函数的 m 值不同，对  z M ˆ  来说，它们是非简并的，因此组合出来的实函数不再是  z M ˆ  的本征函 

数。所以，需要注意，在组合出来的实函数描述的定态下，能量、角动量平方(或大小)有确定值，但角动量 

的 z分量不再具有确定值(不包含原本就是实函数的情形， 即 m=0的情况)。 对于组合得到实函数， 其中的Φ 

不能用下标注明 m。 

下面是一个实波函数的例子 

x e 
a 
Z re 

a 
Z  a 

Zr 
a 
Zr 

p p 
0 0 

1 1 

2 2 
5 

0 

2 2 
5 

0 
2 2  ) ( 

2 4 
1 cos sin ) ( 

2 4 
1 ) ( 

2 
1 − − 

= = + 
− π 

ϕ θ 
π 

ψ ψ 

表达式中含有 x，所以这个定态称为 2px。实函数和复函数的对应如下： 

z p p → 0  (m=0时,原本就是实函数)  y x  p p p  , 1 → ± 

2 0  z d d →  yz xy  d d d  , 1 → ±  xy y x  d d d  , 2 2 2 − ± → 

3 0  z f f →  2 2 , 1  yz xz  d f f → ±  xyz z y x  d f f  , ) ( 2  2 2 − ± →  3 3 , 3  y x  d f f → ± 

实波函数的节面：波函数的数值为 0的面，该面上几率密度  2 ψ 为 0，所以粒子出现的几率为 0。 

定态波函数是三个因子的乘积，每个因子为 0时都将使波函数为 0，所以节面分为径向节面和角度节面(θ节面 

和φ节面)。 

① 径向节面【Rnl(r)=0的节面】： 

根据径向因子的级数表达式 

0 ) ( 
1 

0 
0 = ∑ = 

− − 

= 

−  l n 

i 

i 
i 

na 
Zr 

l 
nl  r b e r r R
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0 = r  (  0 ≠ l  )时，  l r  =0； ∞ = r  时，  0 na 
Zr 

e 
− 

=0。 

∑ 
− − 

= 

1 

0 

l n 

i 

i 
i r b  ＝0是 nl1次多项式的方程，有 nl1个根。 

除去原点和无穷远，有 nl1 个 r值使得 Rnl=0，径向节面数为 nl1。r 是常数时表示一个球面，所以 

径向节面为球面。 

② 角度节面【Θnl(θ)Φ(φ)=0的节面】 

1) φ节面【Φ(φ)=0的节面】 

m=0时，  0 
2 
1 

2 
1 ) ( ≠ = = Φ 

π π 
φ φ im e  ，没有节面 

m≠0时，  ) cos( 1 ) ( φ 
π 

φ  m = Φ  =0或  ) sin( 1 ) ( φ 
π 

φ  m = Φ  =0， 

得到  m k  / ) 2 / 1 ( π φ + = 或  m k  / π φ = ，其中  k=0,1,…  m 2  1，共  m 2  个值，但节面数并不是  m 2  个，因为φ 

是常数时表示垂直于 xy平面的半个平面(类似于以 z轴为轴的门，观测 18节中极坐标的示意图)，两个角 

度相差π的φ值构成了一个平面，所以φ节面数为 m 个，形状为垂直于 xy平面的平面。 

2) θ节面【Θnl(θ)=0】 

∑ = Θ 
− 

= 
= 

m l 

i 
i 

i 
i 

m 
lm  a 

... 3 , 1 
,.. 2 , 0 

cos ) (sin ) ( 

或 

θ θ θ  =0 

θ节面数的证明略为复杂，这里略去过程，可以证明有共有  l m 个θ节面，形状是以 z 轴为轴心、 

半顶角为θ的圆锥面(因为对于θ节面，θ=常数) ，当θ=π/2时圆锥面张开为 xy平面。 

综合 1),2)，角度节面数为  (l m )+ m =l个 

③ 总节面数：将径向节面数和角度节面数相加，得到总的节面数为(nl1)+ l=n1 

§111类氢原子束缚态波函数的图形 

1. 波函数的图形
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波函数ψ是  r,θ和φ的函数，我们无法作出一个  4 维的图像。作为替代，可以分别画出其中径向因子  R(r) 

和角度因子  ) ( ) ( ϕ θ Φ Θ 的函数图形。 

① 径向因子的曲线图 

在笛卡儿坐标系中，用 Rnl(r)对 r作图。曲线上一点表示该半径处径向因子的取值。 

下面给出了一些类氢原子波函数中径向因子的二维笛卡儿坐标图形，注意：s态的径向因子在原点处不为 0， 

而 p,d…的径向因子在原点处为 0；曲线中的一个节点对应着一个波函数的径向节面，所以节点数为 nl1；比较 

n相同而 l不同(如 1s,2s,3s)的径向因子图形中节点数的差异，如 1s没有节点，2s有一个节点。 
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② 角度因子的图形表示 

1) 三维图形 

在球极坐标系中用  ) ( ) ( φ θ Φ Θ 对角度 φ θ ,  作图，得到角度因子的曲面图。在(θ,φ)方向上，曲面上一点 

到原点的距离表示该方向上角度因子的绝对值 ΘΦ 。
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θ 

φ 

ΘΦ 

如果波函数采用虚函数的形式， 其角度因子为球谐函数  ) ( ) ( ) , ( φ θ ϕ θ  m lm 
m 
l Y Φ Θ = 。 根据  ) ( ), ( , φ θ  m m l Φ Θ 

的表达式可以发现，在 m≠0 时，每对  ) , ( ϕ θ m 
l Y  和  ) , ( ϕ θ m 

l Y 
− 

的绝对值相等。因此，反映在图形上，对 

于 m 相同的一对虚函数，其角度因子的图形没有区别。 

例如，对于 p1 和 p1， θ 
π 

ϕ θ ϕ θ  sin 
8 
3 ) , ( ) , (  1 

1 
1 

1  ＝ − + = Y Y  ， 

它们的图形(下图)完全相同。 

因此，在作角度因子的图形时，应采用实函数的角度因子。根据前面的讨论，在 m≠0 时，这相当于 

把Φ 函数分别替换为 ( ) ϕ π  m cos 1/2 
和 ( ) ϕ π  m in s 1/2 

。 

另外， 根据曲面上一点到原点的距离只能得到角度因子的绝对值 ΘΦ ， 为了表明ΘΦ 函数值的正负， 

图中需用  “+、”标出各部分曲面上函数值的符号。下面给出了一些类氢原子实波函数中角度因子的球 

极坐标图，网格面表示节面，这些节面和波函数的θ和φ节面对应。如前所述，Θ=0给出 l m 个θ节面， 

形状为圆锥面(θ＝π/2时张开为 xy平面)，Φ=0时给出 m 个φ节面，总共有 l个角度节面。 

s态的角度因子图形为球形
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π 
φ θ 

4 
1 ) , ( 0 

0 = Y 

p态的角度因子图形为两个相切的球 

φ θ 
π 

φ θ φ θ  cos sin 
4 
3 

)] , ( ) , ( [ 
2 
1  1 

1 
1 
1 = + − Y Y φ θ 

π 
φ θ φ θ  sin sin 

4 
3 )] , ( ) , ( [ 

2 
1  1 

1 
1 
1 = − − Y Y 

i 
θ 

π 
φ θ  cos 

4 
3 

) , ( 0 
1 = Y 

2 z d  的角度因子图形为两个纺锤加一个环瓣，其它的 d态为 4个叶瓣 

xy d 

φ θ 
π 

φ θ φ θ  2 sin sin 
16 
15 )] , ( ) , ( [

2 
1  2 2 

2 
2 
2 = − − Y Y 

i φ θ θ 
π 

φ θ φ θ  cos cos sin 
4 
15 )] , ( ) , ( [ 

2 
1  1 

2 
1 
2 = + − Y Y 

xz d  yz d 

φ θ θ 
π 

φ θ φ θ  sin cos sin 
4 
15 )] , ( ) , ( [

2 
1  1 

2 
1 
2 = − − Y Y 

i
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2 2  y x 
d 

− 

φ θ 
π 

φ θ φ θ  2 cos sin 
16 
15 )] , ( ) , ( [ 

2 

1  2 2 
2 

2 
2 = + − Y Y  ) 1 cos 3 ( 

16 
5 ) , (  2 0 

2 − = θ 
π 

φ θ Y 

2 z 
d 

注意各种角度因子的形状以及节面的形状、数目。 

2) 二维剖面图 

相对于三维图，更容易作出角度因子的剖面图。在 xz、yz 或 xy 平面上，θ和φ中的一个有确定值：xz 

平面上φ=0或π；yz平面上φ=π/2或 3π/2；xy平面上θ=π/2。因此，在剖面上，有一个角度变量的值是固 

定的，只需要在平面极坐标系中用角度因子对另一个角度(θ或φ)做二维曲线图。 

剖面的选择：实波函数的符号不含 x,y,z，可以选择任何一个平面，如 s态的角度因子；如果实波函数 

的符号只含有 x,y,z之一，则可以选择含有该轴的任何平面，如对 px 态可选择 xy或 xz平面为剖面；如果 

实波函数的符号中含有两个坐标，则选择同时通过两个坐标轴的平面，如对 dyz 选择 yz平面为剖面。 

【例】dxz 的剖面图 

选择 xz平面做剖面图。对于 z轴右边的半平面，φ=0；对于 z轴左边的半平面，φ=π。根据角度因子 

的表达式，有 

 
 
 

  
 

 

= + − 

轴左边 

轴右边 

z 

z 
Y Y 

π θ θ 
π 

θ θ 
π φ θ φ θ 

cos cos sin 
4 
15 

0 cos cos sin 
4 
15 

)] , ( ) , ( [
2 
1  1 

2 
1 
2 

对不同θ角计算角度因子的值，0≤θ≤π。 

θ  0 cos cos sin 
4 
15 

θ θ 
π 

π θ θ 
π 

cos cos sin 
4 
15 

0  0  0 

15  0.273  0.273 

30  0.483  0.473
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45  0.546  0.546 

60  0.473  0.483 

75  0.273  0.273 

90  0  0 

105  0.273  0.273 

120  0.473  0.483 

135  0.546  0.546 

150  0.483  0.473 

165  0.273  0.273 

180  0  0 

根据表中数据在平面极坐标系中描点。数据点和原点连线与 z轴之间的夹角为θ，长度为函数的绝对 

值。 先根据第二列数据描出右边半个平面上的点(图中为方点)； 再根据第三列数据描出左边半个平面上 

的点(圆点)，描线，并标出各段曲线上函数值的正负，得到下面的剖面图。 

根据角度因子的函数形式确定节面：  0 cos cos sin 4 / 15 = φ θ θ π ，得到φ=π/2 或  3π/2，为  yz 平面；θ=0、π/2 

或π，其中θ=π/2为 xy平面(θ=0,π表示 z轴，已经包含在 yz平面中)，因此有两个节面。 

下面给出了一些轨道的角度因子剖面图，
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2. 径向分布图和角度分布图 

① 径向分布图 

在笛卡儿坐标系中，用径向分布函数  2 2  ) ( ) (  r r R r D  nl = 对 r作图，可以得到径向分布图。 

径向分布函数值决定了在半径 r处的薄球壳内找到电子的几率。当 r趋于 0时，虽然 1s,2s在原点的径向 

因子 R(r)不为 0(参见前面的径向因子图)，但由于 D(r)中含有 r 2 ，所以 D(r)的数值为 0。这是 s 态的径向因 

子图和径向分布图的区别。此外，径向分布函数的数值总是大于或等于 0。 

2 
2 

0 
) 

( 
) 

/ 
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r 
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⋅ 

0 / a Zr 

2 
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0 / a Zr 
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3 
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) 
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( 
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r 
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a 
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⋅ 
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− 

0 /a Zr 

② 角度分布图 

在球极坐标系中用角度分布函数 
2 

) , ( ϕ θ m
l Y  对(θ,φ)作图，得到三维的角度分布图，它是三维空间的曲面。 

曲面上的一点到原点的距离就是该角度方向上的 
2 

) , ( ϕ θ m
l Y  值。基于和角度因子图同样的理由，即， 

2 
) , ( ϕ θ m 

l Y − 和 
2 

) , ( ϕ θ m 
l Y + 的图形相同， 

我们需要对球谐函数中的φ因子进行替换，采用实函数作图。
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角度分布函数的值决定了在(θ,φ)方向上的小立体角 dΩ内找到电子的几率。曲面上的点离原点的距离越远， 

角度分布函数值越大，表示该方向上电子出现的几率越大。 

下面给出的是一些轨道的角度分布图的剖面图。 由于角度分布函数值总是大于或等于 0， 没有必要在图形中标 

出正、负号。 

需要指出，以上介绍的 4类图形均不代表类氢原子波函数的形状(类氢原子波函数又称类氢原子轨道，关 

于轨道的概念在最后一节中介绍)。如角度分布图，只有曲面上的点有意义，它到原点的距离给出了该方向 

上角度分布函数的函数值，空间中的其它点不具有意义。化学教科书经常用角度分布图加上角度因子函数 

值的正负号表示轨道的形状，严格说这是一种混淆的说法，轨道的形状由径向因子和角度因子共同决定， 

可以用后面介绍的界面图表示。 

3.几率密度的等值面图 

① 几率密度的等值面图 

为了表示类氢轨道，可以空间画出一系列等值面：对于一个等值面上的任意两点的几率密度  2 ψ 值相同， 

相应的，ψ 也相同。这表明，一个等值面上，电子在面上各处出现的几率都相同，波函数的绝对值也相同 

要作出等值面图，可以令  ) , , ( φ θ ψ  r  =常数，这样，指定了电子坐标(r,θ,φ)中的两个，根据ψ的表达式就可 

以确定另一个，然后在球极坐标系中描出一系列的点(rθ,φ)，这些点连接成平滑的曲面，由此得到等值面图。 

② 界面图 

令  ) , , ( φ θ ψ  r  =c，常数 c为一特定值，它满足这样的要求：由此作出的等值面所包围的体积内，找到电子
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的几率为 0.9，即 

9 . 0 2 = ∫ τ ψ  d V  V为等值面所包围的体积 

这样的一个等值面图称为界面图，我们用界面图表示轨道的形状。界面图上需标出波函数数值的正负。 

下面是一些类氢原子波函数(类氢轨道)界面图的剖面图(未严格按比例画出)，阴影表示界面包围的区域， 

电子在这些区域内出现的几率为 0.9。虚线表示节面。正负号表示，在被节面分隔开的各部分空间内，波函 

数值的符号。 

1s和 2s的角度因子图(或角度分布图)是相同的，但从上面的图可以看出，它们的界面图，即类氢轨道的 

形状，不同。1s轨道没有节面，函数值的值处处为正，而 2s轨道有 1个球形的径向节面，节面外的波函数 

值为负，节面内的波函数值为正。3s轨道则有 2个径向节面。 

再比较 2pz 和 3pz。2pz 是两个不相切的椭球，只有一个锥形的θ节面(由于θ=90°，所以张开成 xy平面)，2p 

的其它轨道形状都一样，只是在空间的取向不同；  3pz 的形状不再是两个椭球，而且有两个节面：一个球 

形的径向节面和一个θ节面。 

2 2 3  y x d 
− 

的节面是两个垂直于 xy平面的的φ节面(因为|m|=2)；  2 3 
z 
d
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的节面是以 z为轴心的对顶的两个尖锥(上下两个尖锥内有两个椭球， 中间的 xy平面上环绕 z轴有一个轮胎 

状的波瓣)。 

§112塞曼效应 

塞曼效应：电子做轨道运动时产生一个轨道磁矩。若将原子置于一个磁场中，轨道磁矩和外磁场相互作用， 

使原子的能量发生变化，原本简并的一组定态可能会分裂为几组具有不同能量的状态。于是一个简并能级 

分裂为几个能级。反映在光谱上，就是谱线发生了分裂。 

轨道磁矩的经典力学表达式： 

对于一个小的平面的电流环路，在垂直于平面的方向会产生一个磁场，称为磁偶极矩，简称磁矩。如果 

存在有一个外磁场，则这个磁矩和外磁场之间存在相互作用。 

假设一个质量为 me 电子在半径为 r 的圆周上以速度υ作轨道运动，形成一个电流环路，由此产生一个磁 

矩，根据经典的电磁理论，轨道磁矩可以表示为 

M 
c m 

e 

e 

v v 
2 

− = µ  (1121) 

其中M 
v 
是轨道角动量矢量。 

轨道磁矩的大小为 

M 
c m 

e M 
c m 

e 

e e  2 2 
= = = 

v v 
µ µ  (1122) 

c m 
e 

M  e 2 
= 

µ 
称为轨道运动的磁旋比。 

轨道磁矩沿外磁场方向(定义为 z轴)的分量为 

z 
e 

z  M 
c m 

e 
2 

− = µ  (1123) 

轨道磁矩平方和 z分量的量子力学算符： 

对应于轨道磁矩的平方和 z分量，可以写出如下的量子力学算符
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2 2 2  ˆ ) 
2 
( ˆ  M 

c m 
e 

e 
= µ  (1124) 

z 
e 

z  M 
c m 

e  ˆ 
2 

ˆ − = µ  (1125) 

轨道磁矩的大小和 z分量： 

容易证明，定态波函数  nlm ψ 是上面这些算符的本征函数 

nlm 
e 

nlm 
e 

nlm  l l l 
c m 

e M 
c m 

e 
ψ ψ ψ µ  2 

2 
2 

2 
2  ) ( 

2 
ˆ 

2 
ˆ  h +   

 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
=  (1126) 

nlm 
e 

nlm z 
e 

nlm z  m 
c m 

e M 
c m 

e 
ψ ψ ψ µ h 

2 
ˆ 

2 
ˆ − = − =  (1127) 

根据 16 节关于本征函数意义的讨论，上面两个方程表示在定态  nlm ψ 下，轨道磁矩的平方和 z 分量有确定 

值，其数值就是本征值。 

轨道磁矩的平方有确定值，相应的，轨道磁矩的大小为 

B 
e 

l l l l 
c m 

e 
µ µ  ) 1 ( ) 1 ( 

2 
+ = + ⋅ = h  (1128) 

其中  1 27  T J 10 274 . 9 2 / ⋅ × = = − mc e B  h µ ，称为玻尔磁子。 

轨道磁矩在 z方向的分量 

B 
e 

z  m m 
c m 

e 
µ µ − = ⋅ − = h 

2 
(1129) 

外磁场中类氢原子能级的分裂: 

外加一个磁场 B 
v 
(磁场强度为 B，磁场方向为 z轴方向)，则轨道磁矩和外磁场之间的相互作用能可表示 

为 

z 
B 

z 
e 

z B  BM BM 
c m 

e B E 
h 

µ 
µ = = − = 

2 

相应的算符为 

z 
B 

B  M B H  ˆ ˆ 
h 

µ 
= 

考虑到轨道磁矩和外磁场之间的相互作用能，类氢原子的哈密顿算符中应增加一项  B H ˆ
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z 
B 

B  M B H H H  ˆ ˆ ˆ ˆ 
h 

µ 
+ = + 

其中，H ˆ 是没有外加磁场时的哈密顿算符。同样可证明定态波函数是上面哈密顿算符的本征函数 

nlm B nlm 
B 

nlm B  B m 
n 
Z R M B H H H ψ µ ψ 

µ 
ψ  ) ( ) ˆ ˆ ( ) ˆ (  2 

2 
+ ⋅ − = + = + 

h 

本征值表明，外磁场中，类氢原子处于定态时，能量为  B m n Z R  B µ + ⋅ −  2 2 /  。 

没有外加磁场时，n 相同的定态具有相同能量，对应着一个简并能级。由于外加磁场，能量中增加了一 

个与量子数 m有关项。因此 n相同而 m不同的定态将具有不同的能量，或者说，简并能级发生分裂。 

§113多电子原子的结构和原子轨道 

1. 无相互作用的多粒子体系 

设体系由两个粒子组成， 粒子 1和粒子 2的坐标变量分别为 q1,q2， (如， 在笛卡儿坐标系中， q1 代表 x1,y1,z1)。 

如果粒子相互之间没有作用，则可以分别写出两个粒子的哈密顿算符  1 
ˆ H 和  2 

ˆ H  ，它们都是单粒子算符， 

即，  1 
ˆ H 中只含有粒子 1的坐标和对这些坐标的求导，  2 

ˆ H  只含有粒子 2的坐标和对这些坐标的求导。而且， 

总的哈密顿算符就是两者的简单相加 

2 1 
ˆ ˆ ˆ  H H H + =  (1131) 

我们已经知道，哈密顿算符的本征函数是(定态)波函数，本征值代表(该定态下的)能量。 

首先考虑单个粒子，设  1 
ˆ H 和  2 

ˆ H  的本征函数分别为ψ1(q2)和ψ2(q2)，本征方程如下 

) ( ) ( ˆ 
1 1 1 1 1 1  q E q H ψ ψ =  (1132) 

) ( ) ( ˆ 
1 2 2 2 2 2  q E q H ψ ψ =  (1133)
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本征值 E1 和 E2 分别是两个粒子的能量。 

现在考虑整个体系，设H ˆ 的本征函数为ψ(q)。我们可以证明 

) ( ) ( ) , (  2 2 1 1 2 1  q q q q ψ ψ ψ ⋅ =  (1134) 

证明如下， 

)] ( ) ( )[ ˆ ˆ ( )] ( ) ( [ ˆ  2 2 1 2 1 2 2 1  q q H H q q H ψ ψ ψ ψ + = 

)] ( ) ( [ ˆ )] ( ) ( [ ˆ 
2 2 1 2 2 2 1 1  q q H q q H ψ ψ ψ ψ + = 

) ( ˆ ) ( ) ( ˆ ) (  2 2 1 1 1 2  q H q q H q ψ ψ ψ ψ + = 

) ( ) ( ) ( ) (  2 2 1 1 1 2  q E q q E q ψ ψ ψ ψ + = 

)] ( ) ( )[ (  1 2 2 1  q q E E ψ ψ + = 

其中用到了(1132)和(1133)式。 

根据上面的证明，还可以看出，H ˆ 的本征值(代表体系的总能量 E)就是单粒子能量 E1 和 E2 的加和 

E =E1+E2  (1135) 

综合上述，对于无相互作用的两粒子体系，由于总的哈密顿算符可以表示为单粒子哈密顿算符的简单加 

和，所以总的波函数就是各单粒子波函数的乘积(即可以进行变量分离)，体系总能量为各单粒子能量之和。 

推广到无相互作用的多粒子体系，用同样的方法很容易证明这些结论也成立。 

因此，如果多粒子体系的哈密顿算符可以写成单粒子哈密顿算符的简单加和，多粒子问题就转变为单粒 

子问题：先对各单粒子分别进行处理，得到单粒子波函数和能量；各单粒子波函数相乘给出总的波函数， 

单粒子能量相加给出总能量。 

2 多电子原子体系的近似处理 

设多电子原子中含有 N个核外电子。在经典力学中，总能量中包含四项 

∑ ∑ + ∑ + ∑ + = 
= ≠ = = 

N
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i j 
ij 

N

i 
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N

i 
i  V V T T E 

1 1 1  2 
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α α
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下标α表示核，i表示第 i个电子。其中，第一项代表核的动能；第二项代表 N个电子的动能；第三项代表 

带正电荷+Ze的核对 N个电子的静电吸引能(势能)；第四项代表 N个电子的静电排斥能(势能)。因为电子之 

间的排斥能重复计算了两次，最后一个求和项需要乘以 1/2，或者，将最后一项写做 

∑ ∑ 
= > 

N

i 

N 

i j 
ij V 

1 

核固定近似： 

核的质量远大于电子质量，原子的质心可近似认为在原子核上，如果以原子核作为参照系的坐标原点， 

在参照系中原子核是静止不动的，这就是核固定近似。 

在该近似下，核的动能为 0，可以从能量的表达式中去除 α T  ，总能量变为 
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根据上式，可直接写出核固定近似下多电子原子的的哈密顿算符 
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2 
i ∇ 是第 i个电子的拉普拉斯算符；ri 是第 i个电子到核的距离，rij 是第 i个电子和第 j个电子之间的距离。 

单电子近似(独立粒子近似): 

在上面的哈密顿算符中，第一项是电子的动能算符；第二项表示电子与核的吸引(而核固定不动)，这两项 

都是单电子算符之和。但是，在最后一项，即表示电子间排斥能的求和项中，包含了  rij，它同时与电子  i 

和 j的坐标有关。我们无法将两个电子之间的排斥能分解成两部分的和，使得其中一部分只与电子 i的坐标 

有关，另外一部分只与电子  j 的坐标有关。因此，总的哈密顿算符不是单电子哈密顿算符的加和，无法将 

多电子问题转化为单电子问题处理。 

但是，如果把哈密顿算符中的的电子排斥项近似表示为 
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其中，  ) , , (  i i i i  r U φ θ 只与一个电子的坐标有关，可以看作是一个电子所受到的其它电子的平均排斥作用，它的 

函数形式可以任意选择，但需尽可能逼近真实的电子排斥能。由此，总的哈密顿算符就可以表示成
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H ˆ 为单电子哈密顿算符  i H ˆ  之和。 
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相应的有单电子波函数  ) , , (  i i i i  r φ θ ψ 和单电子能量 Ei。 

在单电子哈密顿算符中可以看出，单电子的势能项包括两部分：核的吸引能以及其它电子对它的平均排 

斥能。 因此，在这种近似处理中， 每个电子被认为是在原子核和其它所有电子形成的一个平均势场中“独立” 

地运动(也就是说，对电子间的排斥进行了平均，平均排斥能只和一个电子的坐标有关，就好像电子间“没 

有”相互作用一样)，这称为单电子近似，又称独立粒子近似。 

由于采用单电子近似后，总的哈密顿算符是单电子哈密顿算符之和，根据在前一部分中得到的结论，总 

的波函数将是单电子波函数的乘积， 
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总能量是单电子能量之和， 
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中心场近似： 

在 19节中讨论中心场问题时，曾指出：中心场是指力场的势能函数仅仅是 r的函数(球对称)。 

在式中，虽然势能项中的核吸引能是球对称的，但平均电子排斥能  ) , , (  i i i i  r U φ θ 与该电子所处的角度方向 

有关，所以不是中心场。 

如果进一步将平均电子排斥能  i U 对所有角度方向进行平均，那么  i U 将仅仅与 ri 有关，  ) ( i i i  r U U = ，这 

时，电子的势能函数也将仅仅与 ri 有关，单电子在一个中心场中运动，这称为中心场近似。 

中心场近似下，单电子的哈密顿算符为 

) ( 
4 2 

ˆ 
0 

2 
2 

2 

i i 
i 

i i  r U 
r 

Ze 
m 

H + − ∇ − = 
πε 

h  (11312) 

在中心场问题的讨论中，我们还指出，对于中心场中运动的单个粒子，单粒子波函数可表示为径向因子
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和角度因子的乘积，其中的角度因子就是球谐函数  ) , ( ϕ θ m
l Y  ；在给出势能函数的形式后，径向因子可以根据 

径向方程求解。 

因此，中心场近似下，单电子波函数具有如下形式 
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其中  ) (  i i  r h  为径向因子，它满足如下的径向方程 
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这个方程与类氢原子的径向方程[(1915)式]类似，只是势能中多了一项  ) (  i i  r U  。 

总结： 

通过上述三个近似，多电子原子的问题转变成单电子问题；每个电子的运动状态用一个单电子波函数进 

行描述，单电子波函数是径向因子和角度因子的乘积，其中角度因子为球谐函数。 

3. 屏蔽模型－半经验处理方法 

势能函数： 

单电子哈密顿算符中的  ) (  i i  r U  是未知的，如果假定 
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其中σi 是一个常数。由此可写出势能函数 
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这个势能函数的意义是：由于电子间的排斥，部分抵消了核的吸引，如同对核电荷起了屏蔽的作用。因 

此(Zσi)称为有效核电荷，σi 称为屏蔽常数。 

单电子能量： 

上面给出的势能函数和类氢原子在形式上相似，只是用(Zσ i)替换了 Z，因此，可以直接得到单电子能量
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这个能量公式称为斯雷特公式。 

单电子波函数： 

同样，屏蔽模型下，单电子波函数和类氢原子波函数相似，只需用(Zσ i)替换 Z。因此，可以用三个量子 

数 n,l,m来标记一个单电子波函数。 

屏蔽常数的讨论： 

屏蔽常数不仅和电子 i 的状态有关，还和其它电子的数量和状态有关，如果用σji 表示电子 j 对电子 i 的 

屏蔽作用，则电子 i的屏蔽常数是各个电子屏蔽作用的加和 

∑ = 
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N 

i j 
ji i σ σ  (11317) 

屏蔽常数需要根据原子光谱数据来确定，不能单纯从理论上计算屏蔽常数，因而屏蔽模型是一种半经验 

方法。 

内层电子的屏蔽作用最大，σji=0.85~1.00；同层电子的屏蔽屏蔽作用稍小，σji=0.2~0.45；此外，外层电 

子也有一定几率出现在离核较近的区域，所以对内层电子也有屏蔽作用。 

单电子能量的讨论： 

观测 19节中的径向分布图，可以看出：① l相同时，n越小，则径向分布的主峰离核越近，受到的屏蔽 

作用越小，能量越低，如，E1s<E2s<E3s。② n相同时，l越小，则峰的数目越多，靠近核的峰钻得越深，受 

到的屏蔽作用越小，能量越低。如，E3s<E3p<E3d。 

因此，多电子原子中，一个电子的能量不仅仅与 n有关，还与 l有关。 

4. 自洽场模型－定量方法(略)
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§114电子自旋 

1. 电子自旋问题的实验基础 

斯特恩盖拉赫实验：基态的氢原子通过磁场，会发生偏转，说明磁场和原子间存在相互作用。根据  112 

中关于塞曼效应的讨论，电子做轨道运动时有轨道角动量，相应的有一个轨道磁矩，它能够和外磁场发生 

相互作用，然而，由于原子处于基态，即 1s态，l=0，轨道磁矩为 0。所以，这种偏转不是由于轨道磁矩和 

外磁场的作用引起的。 

光谱线的精细结构：氢原子的 1s 态是一个定态，2p 态是 3 个简并的定态，当电子 1s→2p 跃迁时，应该产 

生一条谱线但高分辨率的光谱仪观察到两条靠得非常近的谱线，说明 2p所代表的各个定态并不是简并的。 

自旋的提出： 

乌伦贝克和哥斯密特提出：电子除了轨道角动量外，还有一个自旋角动量，简称自旋。对应于自旋角动 

量有一个自旋磁矩。 

外加磁场时，自旋磁矩和外磁场也有相互作用，导致轨道磁矩为 0的基态氢原子通过磁场时仍发生偏转。 

在原子内部，自旋磁矩和轨道磁矩相互作用，使得原本简并的状态具有不同能量，简并能级发生分裂， 

产生光谱的精细结构。 

前面提到的算符都和一个经典物理量与之对应，自旋角动量是一个特殊的例子，但我们不能从字面上想 

象自旋角动量的产生是由于带电粒子绕自身的轴旋转，自旋角动量没有经典物理量与之对应，我们不能通 

过写出经典表达式进而得到算符。只能说自旋是粒子自身固有的一种属性。就像波粒二象性一样，是粒子 

的基本属性，用宏观世界的经验无法解释。 

2. 自旋角动量和自旋磁矩 

在狄拉克建立的相对论量子力学中，自旋是自然出现的(同时该理论还指出了正电子的存在，尽管当时还 

没有实验上的证据)，而在我们所讨论的非相对论量子力学中，自旋必须作为附加的假设。 

本征方程： 

设自旋角动量的平方以及  z 分量的算符为  2 ˆ s M  、  sz M ˆ  。我们假设自旋角动量  S M 
v 

和轨道角动量M 
v 
具有相 

似的性质，通过类比，这两个算符有共同的本征函数，本征方程可表示为
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η η  2 2  ) 1 ( ˆ  h + =  s s M s  (1141) 

η η h s sz  m M = ˆ  s s s m s  ,..., 1 , + − − =  (1142) 

其中的本征函数η称为自旋波函数。 

2 ˆ s M  的本征值是  2 ) 1 (  h + s s  ，其中 s 称为自旋量子数，实验表明，对于电子，s 只能取一个值，即 s=1/2。 

所以  2 ˆ s M  的本征值为  4 / 3  2 h  (质子和中子的 s也是 1/2，但π介子的 s为 0)。 

sz M ˆ  的本征值是 h s m  ，由于 s=1/2， 因此  s m  =1/2,+1/2，ms 称为自旋磁量子数。所以  sz M ˆ  的本征值为  2 / h ± 。 

自旋角动量的大小和 z分量： 

根据算符的本征值，自旋角动量的大小为 

h h 
2 
3 ) 1 ( = + =  s s M s  (1143) 

自旋角动量 z分量为 

h h 
2 
1 

± = =  s sz  m M  (1144) 

自旋磁矩的大小和 z分量： 

虽然可以猜想，电子的自旋磁矩  s µ v 和轨道磁矩的形式类似，等于  ) 2 /(  c m e  e − 乘以自旋角动量  s M 
v 

，但是， 

相对论的处理表明，电子的自旋磁矩的正确表达式应为如下的形式 

s 
e 

e s  M 
c m 

e g 
v v 

2 
− = µ  (1145) 

其中多了一个 g因子，称为朗德因子，对于电子，ge =2。 

根据上式，自旋磁矩的大小为 

h 
v  ) 1 ( 

2 2 
+ ⋅ = = =  s s 

mc 
e g M 

mc 
e g  e s e s s µ µ 

B B e  s s g µ µ  3 ) 1 ( = + ⋅ =  (1146) 

自旋磁矩 z分量为
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3. 自旋波函数 

两种自旋波函数： 

由于  sz M ˆ  有两个本征值：  2 / h ± ，与之对应，有两个独立的本征函数(自旋波函数)，分别表示两种自旋状 

态，记为 β α ,  ， 

α α h 
2 
1 ˆ + = sz M β β h 

2 
1 ˆ − = sz M  (1148) 

对  2 ˆ s M  来说，这两个本征函数本征值均为  4 / 3  2 h 

α α h 
4 
3 ˆ 2 = M β β h 

4 
3 ˆ 2 = M  (1149) 

自旋波函数的变量： 

由于没有经典物理量进行类比，对于自旋波函数通常采用自旋磁量子数 ms 作为变量，即， 

) (  s m α α =  ) (  s m β β =  (11410) 

对变量 ms 的不同取值，自旋波函数的数值为： 

1 ) 2 / 1 ( = α  0 ) 2 / 1 ( = − α 

0 ) 2 / 1 ( = β  1 ) 2 / 1 ( = − β  (11411) 

自旋波函数的正交归一性： 

如果一个函数的变量是连续变化的，表示正交归一性时应对各变量的全部变化范围求积分，如，对一维势箱， 

ij j i  d x δ ψ ψ = ∫ +∞ 
∞ −  x (x) ) ( *  。 

由于自旋波函数的变量是两个分立的数值：+1/2,1/2，积分应改变为求和。 

容易证明，上面定义的  ) (  s m α  ,  ) (  s m β 满足正交归一的条件。
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归一性： 

1 1 0 ) (  2 2 2 / 1 
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− = s m 
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正交性： 
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* = ⋅ + ⋅ = ∑ 
− = s m 

s s  m m β α  (11413) 

4.自旋-轨道 

自旋和类氢原子： 

对于类氢原子，为在波函数中表明电子的自旋状态，我们可以将完整的波函数表示成如下形式的乘积， 

ψ  ) ( ) , , (  s m r η φ θ 

自旋波函数η(ms)可以是 β α ,  函数中任何一个；  ) , , ( φ θ ψ  r  称为空间波函数，以区别于自旋波函数。 

自旋磁矩和轨道磁矩之间的作用很小，作为合理的近似，在哈密顿算符中可以不考虑这种作用，于是哈 

密顿算符的形式不变，只含有空间坐标和对空间坐标的求导，而对自旋变量无作用，所以 

)] ( ) , , ( [ ) , , ( ˆ ) ( )] ( ) , , ( [ ˆ  s s s  m r E r H m m r H η φ θ ψ φ θ ψ µ η φ θ ψ = = 

这表明，考虑自旋后的波函数仍然是哈密顿算符的本征函数(定态波函数)，而且体系的能量保持不变。 

考虑自旋所造成的区别是，由于η(ms)有两种可能，造成状态数加倍。先前用  ) , , ( φ θ ψ  r  表示的一个状态， 

考虑自旋后， 被替换为两种可能状态： α φ θ ψ  ) , , (r  和 β φ θ ψ  ) , , (r  。 所以类氢原子的能级简并度由 n 2 变为 2n 2 。 

自旋轨道： 

对于多电子原子，若采用单电子近似，可以求出单电子波函数，总的波函数是各单电子波函数的乘积。 

考虑自旋时，每个单电子波函数都是空间波函数和自旋波函数的乘积。 

单电子空间波函数称为轨道(原子中的轨道称为原子轨道，分子中的称为分子轨道)，如，1s轨道是指ψ1s， 

2p0(2pz)轨道是指ψ2p0(ψ2pz)。注意  2p 不是一个轨道，而是  3  个轨道：2p1,2p0,2p+1，或者实函数形式的 

2px,2py,2pz。
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一个单电子空间波函数和一个自旋波函数数的乘积则称为自旋轨道。而单电子的能量称为轨道能。单电 

子近似下，体系总能量是各单电子轨道能的加和。 

§115和泡利原理和行列式波函数 

1. 全同粒子不可分别性 

全同粒子不可分辨性： 

全同粒子是指质量、电荷、大小等性质完全相同的粒子。 

在经典力学中，对于等同的粒子，由于都有各自的路径，可以通过跟踪每个粒子的轨迹加以分辨。在量 

子力学中，粒子在空间出现的位置是随机的，不能指明它们的路径，因此无法区分。 

由于全同粒子不可分辨，在多电子原子中，我们不能明确地指明哪个电子在 1s 轨道，或哪个电子在 2pz 

轨道。交换两个电子的位置后，波函数至多相差一个相乘的常数，即，两个波函数描述的是同一个状态。 

置换算符： 

在进一步讨论全同粒子体系之前，定义一个置换算符  ij P ˆ  为交换函数 f中的第 i和 j个变量， 

) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... ( ˆ 
1 1  n i j n j i ij  q q q q f q q q q f P =  (1151) 

qi 代表第 i个变量，它可以代表一个变量，如 xi，也可以指几个变量，如(xi,yi,zi)。 

连续交换两次，等于没有交换， 

) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... ( ˆ 
1 1 

2 
n j i n j i ij  q q q q f q q q q f P =  (1152) 

所以，根据算符等价性的定义，有 

1 ˆ ˆ 2 = ij P  (1153) 

现在求  ij P ˆ  的本征函数 f和本征值 k，本征方程为 

) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... ( ˆ 
1 1  n j i n j i ij  q q q q kf q q q q f P =  (1154) 

用置换算符作用于上式两端，得到
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) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... ( ˆ 
1 

2 
1 

2 
n j i n j i ij  q q q q f k q q q q f P =  (1155) 

根据(1153)式，k 2 =1，所以本征值 k=±1。 

于是，  ij P ˆ  的本征方程为 

) ,... ,... ,... 1 ( ) ,... ,... ,... 1 ( ˆ  n j i f n j i f P ij ± =  (1156) 

k=1 时，f对交换变量 i 和 j是对称的，交换后函数值不变；k=1 时，f对交换变量 i和 j是反对称的，交换 

后函数值反号。所以置换算符的本征函数必须是对称或反对称的。 

全同粒子体系波函数的特征 

对于 n个全同粒子构成的体系，设总的波函数为 

) ,... ,... ,... (  1  n j i  q q q q ψ ψ =  (1157) 

qi 代表第 i个粒子的坐标(包含 3个空间坐标和 1个自旋坐标)。 

交换两个电子的位置(即两个电子的所有坐标)， 由于全同粒子不可分辨性， 得到的波函数和原波函数相差 

一个相乘的常数， 

) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... (  1 1  n j i n i j  q q q q c q q q q ψ ψ =  (1158) 

将上式的左端用置换算符表示，则 

) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... ( ˆ 
1 1  n j i n j i ij  q q q q c q q q q P ψ ψ =  (1159) 

ij P ˆ  表示交换 i和 j的位置，上式说明波函数ψ是置换算符的本征函数，必须是对称或反对称的；我们已经计 

算出置换算符的本征值，所以上式中的 c=±1。 

) ,... ,... ,... ( ) ,... ,... ,... ( ˆ 
1 1  n j i n j i ij  q q q q q q q q P ψ ψ ± =  (11510) 

综合上述，由于全同粒子不可分辨性的要求，全同粒子体系的波函数对交换任意两个粒子必须是对称或 

反对称的。 

2. 泡利不相容原理
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实验表明，对于全同粒子体系，如果粒子的自旋量子数为半整数，波函数对交换任意两个粒子必须是反 

对称的，而自旋量子数为整数时，波函数对交换任意两个粒子则必须是对称的。 

电子的自旋量子数为 1/2，是半整数。因此，电子体系的波函数对交换任意两个电子必须是反对称的。这 

就是泡利不相容原理。 

3. 斯雷特 Slater 行列式 

单电子近似下，前面曾经指出，多电子原子波函数是自旋轨道(单电子波函数)的乘积， 

) ( ) ( )... 2 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 1 (  2 2 1 1  N N  N N η ψ η ψ η ψ ψ ⋅ =  (11511) 

这样的波函数不符合全同粒子不可分辨性的要求。比如，我们可以说第一个电子在ψ1 轨道上，第二个电子 

在ψ2 轨道上，这样就明确分辨了两个电子。严格的说法是，如果用置换算符来考察波函数，波函数对交换 

两个电子不是反对称的。 

为了得到反对称的波函数，可以将波函数写成用行列式的形式 

) ( ) ( ... ) ( ) ( ) ( ) ( 
... ... ... ... 

) 2 ( ) 2 ( ... ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( 
) 1 ( ) 1 ( ... ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( 

! 
1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

N N N N N N 
N 

N N 

N N 

N N 

η ψ η ψ η ψ 

η ψ η ψ η ψ 
η ψ η ψ η ψ 

ψ =  (11511) 

行列式的阶为  N，等于电子数；行列式前面的  ! / 1  N  是波函数的归一化常数。这个行列式称为斯雷特行列 

式。

根据行列式的性质，交换任意两行(或列)后，行列式乘以1。 

在上面的行列式中，如果交换电子 1和电子 2的位置，这相当于交换了第一行和二行，行列式需乘以1。 

对于交换任意两个电子都是如此，所以斯雷特行列式形式的波函数对交换两个电子是反对称的。 

行列式还有一个性质，就是两行(或两列)对应元素相等，则行列式为 0。 

行列式中每一列代表一个自旋轨道。如果两个被电子占据的自旋轨道相同，或者说，一个自旋轨道上 

有两个电子，那么行列式中表现为两列相同，行列式为  0。而波函数的平方代表几率密度，其数值不能处 

处为 0，所以，没有两个电子能够占据同一个自旋轨道，这是泡利不相容原理的另外一种表达形式。 

由于轨道是用三个量子数 n,l,m标记，自旋状态用量子数 ms 标记，所以我们用 n,l,m,ms 四个量子数标记一
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个自旋轨道。因此，泡利不相容原理还有一种说法：没有两个电子能够是所有 4个量子数都相同。 

【例】1s2p组态下可能的斯雷特行列式。 

有两个电子，是 2阶的行列式。 

一个电子为 2s态，占据两个自旋轨道中的一个：2sα, 2sβ 

另一个电子为 2p态，占据六个自旋轨道中的一个：2p+1α, 2p+1β, 2p0α, 2p0 β, 2p1α, 2p1β（也可以采用 

实轨道：上面的 2p+1,2p1 分别用 2px,2py 代替；而  2p0 实际上就是 2pz。） 

用属于 2s 态的一个自旋轨道和属于 2p 态的一个自旋轨道构成行列式，共 2×6=12 个可能的斯雷特 

行列式，如下 

) 1 ( ) 1 ( 2 ) 1 ( ) 1 ( 2 
) 1 ( ) 1 ( 2 ) 1 ( ) 1 ( 2 

! 2 
1 

1 

1 
1 α α 

α α 

+ 

+ = 
p s 
p s 

D 

由于给出电子占据的自旋轨道就可以写出斯雷特行列式，没有必要完整地写出整个行列式，作为替 

代，常采用缩写记法：首先写出被电子占据的轨道；如果自旋轨道的自旋状因子是β，则在轨道符号上 

加上横线(如下面 D2 中  1 2 + p  表示 2p+1β)，不加横线则表示自旋因子是α；最后在两端加上竖线，表示组 

成行列式并乘以归一化常数  ! / 1  N  。 

D1 可缩写为 

1 1  2 2 + =  p s D 

其它的斯雷特行列式分别为 

1 2  2 2 + =  p s D  0 3  2 2  p s D =  0 4  2 2  p s D = 

1 5  2 2 − =  p s D  1 6  2 2 − =  p s D  1 7  2 2 + =  p s D 

1 8  2 2 + =  p s D  0 9  2 2  p s D =  0 10  2 2  p s D = 

1 11  2 2 − =  p s D  1 12  2 2 − =  p s D 

五个量子数： 

类氢原子的空间波函数是一个单电子空间波函数，又称类氢轨道。考虑到自旋后，完整的类氢原子波函
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数是类氢轨道和自旋波函数的乘积，涉及 5个量子数，简要总结如下： 

①主量子数 n：n=1,2,3,...，决定了类氢原子的能量和能级简并度(考虑自旋后，能级简并度加倍，为 2n 2 )。 

根据 n的值，还可以确定类氢原子空间波函数的总节面数。 

②角量子数  l：l=0,1,…,n1，决定了轨道角动量的平方(或大小)。根据  l 的数值，还可以确定轨道磁矩的大 

小、以及类氢轨道的角度节面数。 

③磁量子数 m：m=l,l+1,…,l，决定了轨道角动量沿 z轴方向的分量(通常将外磁场方向定义为 z轴方向)。 

根据 m，还可以确定轨道磁矩的 z分量、以及类氢轨道的Φ因子的节面数。 

④自旋量子数 s：s=1/2，决定了自旋角动量的平方(或大小)。根据 s，还可以确定自旋磁矩的大小。 

⑤自旋磁量子数 ms：ms=±1/2，决定了自旋角动量沿  z 轴方向的分量。根据 ms，还可以确定自旋磁矩的  z 

分量、以及自旋磁矩和外磁场的相互作用能。 

一个类氢轨道用量子数 nlm标记，表示自旋状态的自旋波函数用量子数 ms 标记，整个类氢原子的状态用 

4个量子数描述。(s=1/2，只有一种取值，不需要特别指出) 

对于多电子原子，在核固定近似、单电子近似、中心场近似下，每个电子的运动状态也可以用这 4 个量 

子数描述，单电子的能量不仅与 n有关，还与 l有关。


