数 学 专 业
《数学分析》教学大纲
学时：289学时                学分：17
理论学时：289学时            

适用专业：数学与数学应用
大纲执笔人：徐际宏           大纲审定人：何宗祥 

说明

数学分析是四年制本科院校数学类专业必修的重要课程，是

几乎所有数学后继课程的基础。通过教学，使学生正确理解和掌握数学分析的基本概念、基本理论，基本掌握数学分析中的论证方法；较熟练地获得本课程所要求的基本演算能力。通过本课程的学习使学生具有较强的自学能力和运用所学知识解决相关问题的定性分析、定量分析能力，为进一步学习数学专业课程打下必要的基础。

本课程教学总时数约为240+49=289学时。习题课采用每章一次方式处理。讲授时数与习题课时数之比大致为5 : 1.

本大纲所列内容与各章时数仅供参考。教师可作适与调整。
教学大纲
数学分析（Ⅰ）
1、 函数（10+2学时）
   实数概述，绝对值与不等式。

区间与邻域，确界原理。

函数概念，函数的几种表示法，函数的四则运算，复合函数，反函数，基本初等函数，初等函数。

具有某些特性的函数。
内容处理建议：

1． 简要介绍实数性质及绝对值与不等式；

2． 重点阐述上、下确界概念及确界原理，这一部分是重点，也有一定的难度，可通过例题和习题让学生加强理解；

3． 在介绍一般函数概念的同时，强调基本初等函数和初等函数的重要性。强化学生对一般性与特殊性之间辩证关系的认识。

2、 数列极限（8+2学时）

数列，数列极限的ε-N定义。

收敛数列的性质：唯一性、有界性、保序（号）性、迫敛性、四则运算法则。

数列极限存在的条件。

内容处理建议：

    1．简单介绍数列极限概念产生的历史过程，从中看到严格的ε-N定义产生的必然性和重要性，使学生真正接受高度抽象、形式化的ε-N定义。其次，通过对ε-N定义的剖析和一些典型例题的深入分析，使学生正确理解数列极限的ε-N定义，并学会运用它来验证数列极限。

2．在介绍收敛数列的各种性质时，突出强调迫敛性定理是求极限的一种重要方法，并指出用迫敛性求极限时的一些原则和方法。

4． 要求学生熟练掌握重要极限：
[image: image1.wmf]e

n

n

n

=

+

¥

®

)

1

1

(

lim

，并注意将一些数列极限转化为上述重要极限形式。

3、 函数极限（10+2学时）

函数极限的ε-M定义和ε-δ定义，单侧极限。

函数极限的性质：唯一性、局部有界性、局部保号性、不等式性质、迫敛性、四则运算。

函数极限存在的条件：归结原则和柯西准则。

两个重要极限。

无穷小量及其阶的比较；记号0，o，～；无穷大量及其阶的比较。

内容处理建议：

    1．在介绍各种类型的极限定义之前，先直观描述极限，然后通过深入分析极限的含义，导出极限的严格的形式化的定义。

2．要求学生熟练掌握函数极限的性质和两个重要极限，并熟练用于证明或计算函数极限。

4、 函数的连续性（10+2学时）

连续性概念，间断点及其分类，在区间上连续的函数。

连续函数的性质：局部有界性、局部保号性、四则运算、复合运算，闭区间上连续函数的性质，反函数的连续性，一致连续性。

初等函数的连续性。
内容处理建议：

1． 阐明连续性概念的重要性及连续性的直观描述和严格定义之间的联系。

2． 重点分析并强调一致连续性的特征，以及它与连续性之间的重要差别。

五、导数与微分（12+2学时）

导数概念：导数的定义（导数、左导数、右导数以及与连续性间关系）。导数几何意义、物理意义。导函数的概念。

求导法则：导数的四则运算。反函数的导数。复合函数的导数。基本求导法则与公式。

微分：微分概念。微分的运算法则（一阶微分形式的不变性）。

近似计算与误差估计。

高阶导数及运算（注意：莱布尼兹公式）。高阶微分。

参量方程所确定的函数的导数。

内容处理建议：

1． 以曲线的切线、直线运动的瞬时速度为背景，引入导数的概念。

2． 求导法则中着重讲清复合函数的求导法则（链式法则）。

3． 微分的计算中应注意介绍一阶微分形式的不变性以及应用微分近似计算及误差估计。

六、微分学基本定理与不定式极限（12+2学时）

    中值定理：费马（Fermat）定理——予备定理。中值定理（Rolle、Lagrange、Cauchy三大中值定理）。导数极限定理。

不定式极限：
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    泰勒定理。带皮亚诺（Peano）型余项的泰勒公式。应用（近似计算，求极限）。

内容处理建议：
1． 着重介绍三大微分中值定理及其证明，它们是利用导数的局部性质推断函数的整体性态的有力工具。

2． 以导数为工具在求不定式极限时，应注意罗比塔（L'Hospital）法则成立的条件，以及其它类型间的转化方法。

3． 泰勒定理是用多项式近似表示函数并用以进行和近似计算与理论分析的一个重要工具。注意介绍几种估计及马克劳林（Maclaurin）公式。

4． 利用Taylor公式进行近似计算时，注意与前章用（一阶）微分进行近似计算比较。

七、运用导数研究函数的性质（10+2学时）

    函数的单调性。极值的必要条件。极值的两个充分条件（第三个充分条件可作选讲内容）。最大值与最小值。

函数的凸性与拐点的概念。函数凸性的判定。函数凸性的应用。

    渐近线。函数作图。

    方程近似解。
内容处理建议：

1． 注意介绍函数单调性（包括单调区间）的判定方法以及利用单调性证明一些不等式的技巧。

2． 着重介绍函数极值的判定及特定情形下函数最大值，最小值的确定，并介绍它们的应用。

3． 着重介绍函数凸性的定义及判定方法，并注意介绍它们的应用，如詹森（Jensen）不等式等著名不等式，应用部分可作为学生讨论用。

4． 着重讲清函数作图的步骤，并以实例说明。

数学分析（Ⅱ）
八、实数的一些基本定理（10+4学时）

确界与确界存在定理。区间套定理。柯西收敛准则。致密性定理。聚点定理。有限复盖定理。

关于闭区间上连续函数性质的几个定理的严格证明。

内容处理建议：

1． 本章定理均在单调有界定理的前提下讨论。

2． 建议以区间套定理为主要工具证明其他定理。

    3．在用关于实数完备性的几个定理证明关于闭区间上连续函数性质的几个定理的教学过程中，应注意培养学生严密推理的能力。
九、不定积分（10+2学时）
原函数与不定积分概念。基本积分表。线性运算法则。换元积分法。分部积分法。

有理函数积分法。三角函数有理式的积分.几种无理函数的积分。

内容处理建议：

    1．要让学生明了原函数与不定积分的关系（注意与下一章“原函数存在定理”相呼应），求原函数（与不定积分）运算和求导数（与微分）运算之间的关系，从而理解基本积分公式的本质。

2．着力引导学生掌握和熟练运用不定积分的基本公式，线性运算法则和换元积分法、分部积分法。注意基本积分运算的原则与技巧，这是本章的重点。

3．在讲授有理函数，三角函数有理数以及几种无理函数的积分法时，要让学生理解基本积分技术的一般应用思路和求这几类函数积分的具体技巧。

十、定积分（14+2学时）

曲边梯形面积与变力作功——引出定积分概念。定积分定义。定积分的几何意义。可积的必要条件。（达布）上和、下和及其性质。可积的充要条件。

可积的充分条件——可积函数类（闭区间上的连续函数，有有限个间断点的有界函数，单调有界函数）。

定积分的性质：线性运算性质，对区间的可加性、单调性、绝对可积性、积分（第一）中值定理。积分第二中值定理。

微积分学基本定理（原函数存在定理）。Newton-Leibniz公式。定积分的换元法。定积分的分部积分法。

用
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定义对数函数，对数函数与指数函数的基本性质。
无穷限反常积分的概念，无界函数反常积分的概念。

内容处理建议：

1．深刻理解并会应用定积分的定义和性质，变上限的定积分及其导数，Newton-Leibniz公式，定积分的换元法与分部积分法等重点内容。

2． 关于函数可积性的讨论，要求学生理解其思想与方法。

3． 反常积分概念是本章基本概念的自然延伸。要同时让学生加深对定积分（及极限）的概念与方法的理解，并注意与第“十三”部分呼应。

十一、定积分的应用（8+2学时）

    平面图形的面积，已知截面面积函数的立体体积，旋转体的体积。曲线的弧长与弧微分、曲率、旋转体的侧面积。物理应用（压力、功、引力、静力距与重心等）。

平均值。

*定积分的近似计算（梯形法、抛物线）。

内容处理建议：

用定积分的基本思想和微元分析法贯穿各种应用问题，通过各种应用加深对积分思想方法的理解。掌握用微元分析法解题的程序。

数学分析（Ⅲ）
十二、数项级数（12+2学时）

    无穷级数概念——无穷级数与其部分和数列的关系。级数的收敛与发散。级数的简单性质。级数收敛的必要条件。级数收敛的Cauchy准则。

正项级数收敛的基本定理（
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比较判别法及其极限形式。比值（D`Alembert）判别法及其极限形式。根值（Cauchy）判别法及其极限形式。

（Cauchy）积分判别法。拉贝（Raabe）判别法。
交错级数，莱布尼兹（Leibniz）判别法。

阿贝尔（Abel）判别法。狄利克雷（Dirichlet）判别法。

绝对收敛与条件收敛。

*绝对收敛级数的重排定理。*绝对收敛级数的乘积（Cauchy定理）。条件收敛级数的黎曼（Riemann）定理。

内容处理建议：
1． 阐明级数与（其部分和）数列的联系与转化。

2． 讲清一般项级数与正项级数之间的联系，重视正项级数在讨论数项级数时的基本作用。

3． 讲清一般项级数的绝对收敛与条件收敛的区别与联系，注意这两种收敛性的不同性质与作用。

4． 对级数收敛的判别定理主要讲明如何应用及应用中需要注意的问题。Abel变换（即分部求和公式）值得重视。Abel判别法与Dirichlet判别法的必要性可作简单介绍（参见宗序平：关于Dirichlet和Abel判别法的必要性，数学的实践与认识，1990（），72-75）。

十三、反常积分（6+2学时）

    无穷限积分的绝对收敛与条件收敛。无穷积分与无穷级数的联系。比较判别法及其极限形式。柯西判别法及其极限形式。积分第二中值定理。阿贝尔判别法与狄利克雷判别法。

无界函数反常积分的柯西准则。无界函数反常积分的绝对收敛与条件收敛。无界函数反常积分的比较判别法。柯西判别法及其极限形式。阿贝尔判别法与狄利克雷判别法。无界函数反常积分与无穷限反常积分的联系。

内容处理建议：

1．注意两型反常积分和无穷级数的联系，定积分概念与性质以及函数极限概念与性质的联系；两型反常积分相互间的联系。

2．以无穷限反常积分为基础，平行地建立无界函数反常积分的有关内容。

3．本章只讨论两型反常积分的敛散性问题。至于两型反常积分的定义与简单性质及计算，可安排到定积分的最后一节。

十四、函数列与函数项级数（10+2学时）

函数列的收敛与一致收敛。函数列在区间上一致收敛的充要条件。

函数项级数的收敛与一致收敛。函数项级数在区间上一致收敛的充分必要条件。

函数项级数在区间上一致收敛的充分条件：Weierstrass优级数判别法。Abel判别法。Dirichlet判别法。

一致收敛函数列的极限函数的连续性定理、逐项积分定理。逐项求导定理。一致收敛函数项级数的和函数的连续性，逐项积分、逐项求导定理。
内容处理建议：

1．以函数列在区间上的（点态）收敛与一致收敛为基础，建立函数项级数在区间上的（点态）收敛与一致收敛的概念及性质。

2．深入讲解一致收敛性概念，讲清它和点态收敛之间的区别，选讲典型例题说明“非一致收敛”。

3．紧密联系数项级数的有关内容，讲述函数项级数的一致收敛性的判别定理，阐明如何应用这些判别定理以及应用时应当注意的问题。定理的证明过程可讲得简略一些。

    4．（与讨论Weierstrass优级数判别法相配合）。通过举例讲清（或布置作业让学生注意）
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5．在讲述一致收敛的函数列或函数项级数的连续性、逐项积分、逐项求导定理的同时，强调一致收敛性条件的重要性，但又要指出它只是充分条件。

十五、幂级数（8+2学时）

Abel第一定理。收敛半径（收敛区间）与收敛域。幂级数的一致收敛性。

    幂级数的性质：连续性、逐项积分、逐项微分、四则运算。

Taylor级数与Maclaurin级数。

函数展开成幂级数的条件。初等函数的幂级数展开。函数的Taylor展开在近似计算中的应用。

*用幂函数定义指数函数及正弦函数、余弦函数。

*复变量的指数函数与Euler公式。
内容处理建议：

1．通过讨论收敛半径与收敛区间（域）弄清它们在研究幂级数（作为一类特殊的“性质好”的函数项级数）的一致收敛性方面的作用，注意与“函数项级数”部分的相应内容之间的联系。

2．在讨论幂级数的性质时，要通过典型例题说明级数求和的一些简单的基本的方法。

3．在讲授Taylor级数时，要阐明它与前面的Taylor公式的区别与联系。

4．对于函数的Taylor展开，要阐明它“直接展开”的根据、思想与方法步骤。更要让学生掌握“间接展开”的思想与方法。

    5．举例说明近似计算的思想与方法（包括数π、e的近似计算与π、e是无理数的证明等）。

十六、Fourier级数（10+2学时）

三角级数、三角函数系的正交性。

以2π为周期的函数的Fourier级数的收敛定理。

以2π为周期的函数的Fourier展开。奇函数与偶函数的Fourier展开。以2l为周期的函数的Fourier展开。

收敛定理的证明：Bessel不等式。Riemann-Lebesgue定理。Fourier级数的部分和公式。定理证明。

一致收敛性定理:Fourier级数的逐项积分与逐项微分。Weierstrass函数逼近定理。

内容处理建议：

1．通过Fourier级数的教学，要求学生掌握Fourier级数、Fourier系数的概念及其计算公式。并借助收敛定理弄清一函数与其Fourier级数之间的关系。

2．要求学会应用上述概念、公式和定理、按要求将函数展开成Fourier级数。

数学分析（Ⅳ）
十七、多元函数的极限与连续（10+2学时）
平面点集概念（邻域、内点、界点、开集、闭集、闭域等）。

平面点集的基本定理——区域套定理、聚点定理、有限覆盖定理。

二元函数概念。

二重极限。累次极限。

二元函数的连续性、复合函数的连续性定理、有界闭域上连续函数的性质。
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元函数的概念。

内容处理建议：

    1．要求学生理解平面点集概念。平面点集的基本定理和有界域上连续函数的性质可类比于一维直线中的相应定理介绍，不作证明。

    2．二元函数、二重极限、二元函数的连续性等内容是本章重点，要强调它们和一元函数中的相应概念之间区别（与联系）。

十八、多元函数微分学（16+2学时）

偏导数概念及其几何意义、全微分概念、全微分的几何意义及应用。

复合函数的求导法则及全微分计算，一阶微分形式的不变性。

方向导数与梯度。

高阶偏导数、高阶微分。

二元函数的微分中值定理与泰勒公式。二元函数的极值。

内容处理建议：

1． 应重点加强偏导数的计算训练，特别是复合函数的偏导计算。

2． 全微分概念要对照一元函数微分概念讲解。要弄清可微性条件，可微与连续、可微与偏导存在，可微与偏导连续之间的区别与联系。

3． 二元函数极值也应对照一元函数极值讲解，强调多元函数极值问题远比一元函数极值问题复杂。

十九、隐函数存在定理（10+4学时）

隐函数概念。隐函数定理。隐函数求导。

隐函数组概念。隐函数组定理。隐函数组求导。反函数组与坐标变换。函数行列式。函数相关。

几何应用（平面曲线的切线与法线。空间曲线的切线与法平面，曲面的切平面与法线）。

条件极值。拉格朗日乘数法。

内容处理建议：

1． 要求学生深入理解隐函数（组）的概念，并通过隐函数（组）的在几何、坐标变换及条件极值等方面的应用加深理解隐函数（组）的概念与作用。

2． 要求学生掌握隐函数（组）的求导方法，并注意在关于隐函数的讨论与计算时考虑是否满足隐函数（组）定理的条件。

二十、含参量积分（10+2学时）

含参量常义积分概念。含参量常义积分的连续性、可积性、可微性、积分次序的变换。

含参量广义积分的概念；含参量广义积分的收敛与一致收敛。含参量广义积分的一致收敛判别法：Cauchy准则。Weierstrass判别法.Abel判别法。Dirichlet判别法。

含参量广义积分的性质：连续性定理、可微性定理、可积性定理、积分次序交换定理。*Euler积分（Γ-函数、B-函数）。

内容处理建议：

    1．着重讲解含参量广义积分的收敛与一致收敛概念，利用典型例题说明“非一致收敛”。

    2．强调含参量广义积分与函数项级数在论证方法上的相似性，对照函数项级数的有关概念、讨论含参量广义积分的相应概念与性质。

3． 讲述一致收敛性判别定理时，应突出这些定理的应用及应用时应注意的问题。

4． 在讲述含参量广义积分的性质各定理的同时，强调一致收敛性条件在定理中的重要性，但又应强调只是充分条件。

二十一、重积分（14+2学时）

    二重积分概念：矩形区域上的二重积分。二重积分的性质。二重积分的可积条件。一般区域上的二重积分。

    二重积分的计算：化二重积分为累次积分。二重积分换元法（极坐标变换与一般变换）。

三重积分概念。化三重积分为累次积分。三重积分换元法（柱坐标变换、球坐标变换与一般变换）。

重积分的应用：平面图形的面积，空间立体的体积；曲面面积；重心，转动惯量，引力等。
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重积分。
内容处理建议：

    1．在重积分概念中，着重讲解二重积分概念，强调定义中分割、求和、取极限三步骤，以及分割的分法与介点取法的两个“任意性”。

    2．深入讲解二重积分的可积性问题，讲清可积的必要条件、充分条件及充要条件。

    3．重积分的性质可与定积分性质对比，作一般介绍。

4． 强调和强化重积分计算。

5． 用微元法讲重积分应用，让学生掌握微元法思想，并处理实际应用问题（主要是几何、物理应用）。

6． 
[image: image14.wmf]n

重积分只作简要介绍。

22、 曲线积分与曲面积分（20+4学时）

第一型曲线积分的概念。第一型曲线积分的计算。第一型曲面积分的概念。第一型曲面积分的计算。

第二型曲线积分的概念。第二型曲线积分的计算。两类曲线积分的联系。

Green公式。曲线积分的与路无关性。

曲面侧的概念与第二型曲面积分概念。第二型曲面积分的计算。两类曲面积分的联系。

Gauss公式。Stokes公式。场论初步（场的概念、梯度场、散度场、旋度场、管量场与势场）。

内容处理建议：

1． 讲清曲线、曲面积分概念，注意介绍两类曲线、曲面积分的背景例题。

2． 两类积分的联系与区别应仔细分析，讲解清楚。

3． 加强学生对曲线积分、曲面积分计算的训练。

4． 深入讲解Green公式、Gauss公式与Stokes公式，让学生理解三大著名公式的精神实质。

5． 场论只作一般介绍。

注：在条件许可的情况下，可对微分形式、外微分与一般Stokes公式作简单介绍。

《数学分析》教材及参考书目

教材：  华东师范大学数学系，《数学分析》，高等教育出版社，1991.

参考书：

（1）欧阳光中，朱学炎，秦曾复，《数学分析》，上海科学技术出版社，1982.

（2）北京大学，《数学分析》，高等教育出版社，1986.

（3）王慕三，庄亚栋，《数学分析》，高等教育出版社，1990.

（4）常庚哲，史济怀，《数学分析》，江苏教育出版社，1998.

（5）张筑生，《数学分析新讲》，北京大学出版社，1990.

（6）黄玉民，李成章，《数学分析》（上，下），科学出版社，1999.

（7）R.柯朗，F.约翰，《微积分和数学分析引论》，刘嘉善等译，科学出版社，2001.

（8）武汉大学数学系，《数学分析》，人民教育出版社，1978.

（9）邓东皋，尹小玲，《数学分析简明教程》，高等教育出版社，1999.

（10）江泽坚，吴智泉，周光亚，《数学分析》（上，下），人民教育出版社，1960.

（11）吉林大学数学系，《数学分析》（上，中，下），人民教育出版社，1978.

（12）吉米多维奇，《数学分析习题集》，李荣冻译，高等教育出版社，1958.

（13）邹应，《数学分析习题及解答》，武汉大学出版社，2001.

（14）卢丁，《数学分析原理》，赵慈庚，蒋铎译，高等教育出版社，1979.

（15）吴良森等，《数学分析习题精解》，科学出版社，2002.

（16）G.波利亚，G.金贵，《数学分析中的问题与定理》，上海科学技术出版社，1981.

（17）李德本，杨旭，倪宝汉，《数学分析方法及例题》，吉林教育出版社，1989.

（18）杨熙鹏，邵子逊，刘颖植，《数学分析习题解析》（上，下），陕西师范大学出版社，1993.

（19）汪林，《数学分析中的问题和反例》，云南科技出版社，1988.
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