数学分析思考题集

第一章  函数
思考题：

1．何谓函数，函数关系，函数值？
2．函数y=f(x)与方程y=f(x)在概念上有何区别？
3．怎样确定函数的定义域？
4．怎样才算完全确定了一个函数？应该如何规定两个函数相等？下面各对函数是否相等？
(1)f(x)=x，g(x)=(
[image: image1.wmf]x

)2；
(2)f(x)=x-1，g(x)=
[image: image2.wmf]2
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(3)f(x)= | x | ，g(x)=
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；
(4)f(x)=
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，g(x)=
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(5)f(x)=
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，g(x)=
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5．若函数y=f(x)的反函数就是它本身，试问此函数的图象有什么样的特点？
6．下列函数是否是初等函数？说明理由.
(1)f(x)= | x | ；                   (2)
[image: image10.wmf]xcosx

f(x)(xsinx)
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；
(3)f(x)=
[image: image11.wmf]sinx
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7．设f(u)与u=
[image: image13.wmf](x)

j

能复合为f(
[image: image14.wmf](x)
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)，
(1)若f(u)递增(递减)，
[image: image15.wmf](x)

j

递减，试研究f(
[image: image16.wmf](x)

j

)的单调性.
(2)若f(u)为奇(偶)函数，
[image: image17.wmf](x)

j

为偶(奇)函数，试研究f(
[image: image18.wmf](x)
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)的奇偶性.
(3)若f(u)为任意函数，
[image: image19.wmf](x)

j

为偶函数，试研究f(
[image: image20.wmf](x)

j

)的奇偶性.
(4)若f(u)为有界函数，
[image: image21.wmf](x)

j

为任意函数，试问f(
[image: image22.wmf](x)

j

)是否一定是有界函数？
(5)若f(u)为任意函数，
[image: image23.wmf](x)

j

为周期函数，试问f(
[image: image24.wmf](x)

j

)是否一定是周期函数？
8．判断下列命题是否正确，为什么？
(1)若f(x)在[image: image25.wmf]]

，
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[image: image26.wmf](a,b)

Ì

上有界，则f(x)在(a, b)上有界.
(2)设f(x)在[a, b]上有定义，且在
[image: image27.wmf](,)[a,b]

"abÌ

上有界，则f(x)在[a, b]上有界.
9．适合下列条件的函数存在吗？为什么？
(1)在R=(-∞, + ∞)上严格递增的有界函数. 
(2)在R=(-∞, + ∞)上严格递增的偶函数.
(3)在R=(-∞, + ∞)上严格递减的奇函数.
(4)在(-
[image: image28.wmf]l

,
[image: image29.wmf]l

)内为偶函数，且在R=(-∞, + ∞)上又为奇函数.
(5)在R上严格递增的周期函数. 
10．设f(x)在R上有定义，且满足f(x)
[image: image30.wmf]¹

0，f(x·y)=f(x)·f(y)，试求f(1990).
11．用肯定语气叙述：在(-∞, + ∞)上
(1)f(x)不是偶函数；    (2)f(x)不是周期函数；
(3)f(x)不是单增函数；  (4)f(x)不是单调函数.
12．用肯定语气叙述：
(1)f(x)在[a, b]上无下界；
(2)f(x)在
[image: image31.wmf][a,b)

上没有零点；
(3)f(x)在(a, b)上没有比中点函数值大的点.
13．若f(x)是一一对应的奇函数，试证其反函数也是奇函数.
14．设f(x)满足关系式2f(x)+ 
[image: image32.wmf]1k

f()
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(k为常数)，证明：f(x)为奇函数.
15．设f(x)为(-∞, + ∞)上的奇函数，且在
[image: image33.wmf][0,)
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上严格增，求证：f(x)在(-∞, +∞)上严格增.
16．设
[image: image34.wmf]0a1
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，函数f(x)及g(x)对任意的
[image: image35.wmf]12
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分别满足
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及
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且g(x)为单减函数，试证：

[image: image38.wmf]1212

g[f(ax(1a)x)]ag[f(x)](1a)g[f(x)]
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17．设f(x)在(-∞, + ∞)上严格增，且恒有f[f(f(x))]=f(x)，试证：必有f(x)=x.

18．若f(x)是在(-∞, + ∞)上单增的偶函数，且f(0)=0，则f(x)
[image: image39.wmf]º

0.

19．若f(x)满足条件：对
[image: image40.wmf]xR
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有f(x +
[image: image41.wmf]l

)=-f(x) (
[image: image42.wmf]l

>0)，

证明：f(x)是以
[image: image43.wmf]l

为周期的函数.
20．设常数a>0，函数f(x)
[image: image44.wmf]0

¹

，且f(x + a)=
[image: image45.wmf]1

f(x)

，x
[image: image46.wmf]R

Î

，试证：f(x)是以2a为周期的周期函数.
21．若y=f(x)(x
[image: image47.wmf]R
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)的图形关于两直线x=a与x=b(a<b)对称，试证f(x)为周期函数.
22．设f(x)和g(x)分别是以
[image: image48.wmf]l

1和
[image: image49.wmf]l

2为周期的函数，且
[image: image50.wmf]1
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(m, n为互质的正整数)，证明：
F(x)=f(x)+ g(x)，
G(x)=f(x)·g(x)，

是以
[image: image51.wmf]l

=m
[image: image52.wmf]l

1=n
[image: image53.wmf]l

2为周期的函数.
23．证明：若f(x)是以T为周期的周期函数，则f(ax)(a>0)是以
[image: image54.wmf]T

a

为周期的周期函数.
24．函数y=f(x)具有反函数的充要条件是什么？
25．选择填空：
(1)奇、偶函数的定义域一定是________.
(A)R                         (B)关于原点对称的区间
(C)关于原点对称的点集         (D)A、B、C都不对
(2)函数f(x)=
[image: image55.wmf]cosx
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是________.
(A)有界函数                   (B)单调函数
(C)周期函数                   (D)偶函数
(3)函数 D(x)=
[image: image56.wmf]1,x
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是________.
(A)非奇非偶函数               (B)有界函数
(C)非周期函数                 (D)偶函数
(E)有界周期偶函数
(4)若f(x)为奇函数，则下列________款中的函数也是奇函数.
(A)f(x)+ a (
[image: image57.wmf]a0
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，为常数)       (B)f[f(x)]

(C))f(-x)+ a (
[image: image58.wmf]a0
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，为常数)      (D)f(x)+ f(-x)

(5)设f(x)
[image: image59.wmf]2
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则复合函数
[image: image62.wmf]f[(x)]
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由_____________款表示.
(A)f[
[image: image63.wmf](x)
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]=
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(C)f[
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(6)函数y=
[image: image71.wmf]x
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的反函数是____________.
(A)
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补充题
1．(1)
[image: image76.wmf]n
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对吗？
(2)如果在 | x | >b中去掉绝对值记号，应该怎样写？
(3)试用 | a + b |，| a-b | 表示Max{a, b}，Min{a, b}.

2．证明下列不等式：
(1)n!>2n  (n>3)
(2)2n>n2  (n
[image: image77.wmf]5
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(3)nn
[image: image78.wmf]£
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(6)若x>-1，则(1 + x)n
[image: image82.wmf]³

(1 + nx)(n
[image: image83.wmf]N
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)  (这个不等式称为Bernoulli不等式)
(7)设
[image: image84.wmf]i
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n)且
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an=1，则a1 + a2 + … + an
[image: image87.wmf]³
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(8)设ai>0(i=1, 2, …, n)，则
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(10)设a1, a2, …, an； b1, b2, …, bn为两组实数，则
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3．解下列不等式
(1)| 2x + 4 | >10；         
(2)| x(x-1)| <0.1；
(3)| x-5 | < | x + 1 | ；       
(4)| x + 1 | - | x-1|<1；
(5)| x + 2 | + | x-2 |
[image: image92.wmf]12
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;     
(6)| x + 2 | - | x | >1；
(7) 2<
[image: image93.wmf]1
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<3.

4．设f(x)=
[image: image94.wmf]arctgx

，g(x)=tgx，求
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与
[image: image96.wmf]g[f(x)]

.
5．设
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，求f [g(x)]; g[f(x)]; f[f(x)]; g[g(x)].
6．设
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，求f(1), f(2), f(
[image: image100.wmf]p

), f(4.5).
7．验证：
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8．设f(x), g(x)在(a, b)上单增，求证：
(1)Max{f(x), g(x)}        (2)min{f(x), g(x)}

也在(a, b)上单增.
9．设f(x)在
[image: image103.wmf](0,)
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上有定义，x1>0, x2>0，求证：
若
[image: image104.wmf]f(x)

x

单增，则f(x1+x2)
[image: image105.wmf]³

f(x1)+f(x2).
10．一半径为a的圆铁片，自中心剪去一角形，将剩余部分(中心角为
[image: image106.wmf]q

)围成一个无底圆锥，试建立圆锥容积V与中心角
[image: image107.wmf]q

之间的函数关系.
11．证明：函数f(x)=ax (a>0, a
[image: image108.wmf]¹

1)，对一切实数x1
[image: image109.wmf]¹
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12．设
[image: image111.wmf]xx
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[image: image112.wmf]b
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)，证明：

f(2x)-f(-2x)=f2(x)-f2(-x).

13．设f(x)=
[image: image113.wmf]1x
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14．设f(x)=
[image: image115.wmf]x3
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，解方程
[image: image116.wmf]12
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15．(1)设f(x+
[image: image117.wmf]1
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)=
[image: image118.wmf]2
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，求f(x).
(2)设
[image: image119.wmf]x

f(sin)1cosx

2
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，求f(cos
[image: image120.wmf]x

2
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16．设f(x)为(-∞, +∞)上的奇函数，f(1)=a，且对任意x值均有：f(x+2)-f(x)=f(2)

(1)试用a表示f(2)与f(5)；
(2)问a取什么值时，f(x)是以2为周期的周期函数？
17．研究下列函数有界性
(1)f(x)=
[image: image121.wmf]2
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；

(2)f(x)=x2分别在(a, b)及(-∞, +∞)上；
(3)f(x)=
[image: image122.wmf]x1
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(4)f(x)=
[image: image123.wmf]2
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18．在物理及工程技术中还用到“双曲函数”，它们的定义为：
双曲正弦    
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双曲正切    
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双曲余切    
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试证：
(1)
[image: image128.wmf]22
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[image: image129.wmf]sh(xy)shxchychxshy
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