
第二节  群
基本概念：群，有限群，群的阶，元素的阶.
重点、难点：群的等价定义，元素阶的性质.
一   概念

定义2.2.1  设
[image: image1.wmf]G

为一个幺半群.若
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中每个元素均可逆,则称
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为一个群(group).

运算满足交换律的群称为交换群或Abel群.

注  (1)  对(幺)半群,也有Abel(幺)半群的概念,即群的Abel性仅对运算而言的.

(2)  Abel群
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的运算通常用“+”表示,并称
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为加群.
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为群,称为单位元群或平凡群.

例2  
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判断 
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例3  
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定义2.2.2  若群
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所含的元素个数有限,则称
[image: image16.wmf]G

是有限群,否则称
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为无限群.一个有限群
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所含的元素个数|
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|称为群
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的阶.

二    等价定义

定理2.2.1   设
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为半群,则下列陈述等价:

   (1)    
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是群;

   (2)  
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有左单位元
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,而且
[image: image25.wmf]G

a

Î

"

关于这个左单位元
[image: image26.wmf]l

都是左可逆
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   (3)  
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有右单位元
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都是右可逆
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的左逆元, 
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        故 
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       故
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的右单位元.
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故 
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分别是方程
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的一个左单位元.同理,方程
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的一个右单位元.

由命题2.1.1 (1)可知, 
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既是左可逆又是右可逆,从而由命题2.1.2(1) 可得
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可逆.因而
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是一个群.

由定理2.2.1的证明可知:

推论2.2.2   设
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是群, 
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(1) 若
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是
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的左(右)单位元,则
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也是
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的右(左)单位元,从而
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是
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的单位元;

(2)  若
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是
[image: image99.wmf]a

的左(右)逆元,则
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也是
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的右(左)逆元,从而
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是
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的逆元.

即群中的左(右)单位元与单位元是一致的,群中元素是左(右)可逆与可逆是一致的.

注    设
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为一个带有二元代数运算(叫做乘法)的非空集合, 
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称为群,如果

   群的第一等价定义:
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群的第二等价定义:
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群的第三等价定义:
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三  有限群

定理2.2.3  群
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的运算满足左,右消去律,即
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同理可证右消去律.

推论 2.2.4   在一个群中,方程
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中均有唯一的解.

推论 2.2.5   设
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从而
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为单位元. 

定理2.2.6 (有限群的第四等价定义):

  设
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为一个有限半群,若
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的运算适合左,右消去律,则
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由运算的封闭性可知,
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因此,由群的第一等价定义可知, 
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为群.

注  (1) 有限群
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的第四等价定义
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（2） “有限”的条件不能去掉.如

例 4  令
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则
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则有
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定义2.2.3  设
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(3)   群的阶和元素的阶不是一回事.
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关于复数的乘法作成一个乘法交换群,称为
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次单位根群.单位元为1.
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例7 (1)  模6的剩余类加群
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