
第四节  变换群

基本概念：变换群、置换群的定义,置换的表示

重点、难点：Cayley定理，置换的运算与性质.
本节给出一种具体的群，这种群中的元素不是通常所记的数，也未必交换，另外这种群是非常重要的，它对众多的群的本质给出了一个模板.

一. 变换群

    设
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其中
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则有：

定理2.4.1 设
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为一个非空集合，则
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关于变换的乘法是一个幺半群;
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证 (1) 容易验证封闭性，结合律与单位元的存在性
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(Ⅱ)结合律显然成立.(
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由Th.1.5.1 可知, 
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定义2.4.1集合
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设
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(Ⅱ)结合律:显然成立;
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注 此例子中的
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定理2.4.3 (Cayley定理) 何一个群均同构于一个变换群.
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则易知①
[image: image117.wmf]f

为满射;
②
[image: image118.wmf]f

为单射: 若
[image: image119.wmf]y

x

y

x

y

x

l

l

=

Þ

×

=

×

Þ

=

1

1

)

1

(

)

1

(


③
[image: image120.wmf]f

为同态: 
[image: image121.wmf]l

xy

xy

)

(

)

(

=

f



[image: image122.wmf],()()()()()()

llll

gGxygxygxygxygxyg

"Î===

o

结

合

律


即有
[image: image123.wmf]).

(

)

(

)

(

)

(

y

x

y

x

xy

xy

l

l

l

f

f

f

=

=

=

o


故
[image: image124.wmf]f

为
[image: image125.wmf]G

到
[image: image126.wmf]G

之间的一个同构.由定理2.3.1知
[image: image127.wmf]G

为群.且
[image: image128.wmf]G



 EMBED Equation.3  [image: image129.wmf]@



 EMBED Equation.3  [image: image130.wmf]G

.

注 
[image: image131.wmf].

1

o
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任何一个幺半群均同构与一个变换幺半群.( 
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即:不利用Th.2.3.1,可以直接证明
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称为
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的右乘变换群或右正则表示群.

二 置换群(1829年E.Calois引入的)

下面讨论前面情形的特殊情况─有限的情形.取
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定义2.4.2  (1)一个包含
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个元素的有限集合的一个一一变换称为(
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次)置换.一般用
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(3)一个有限集合的若干个置换作成的一个群叫做一个置换群.(i.e.
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由对称群的定义和排列公式即得:

定理 2.4.4 
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由定理2.4.3可得.

定理2.4.5 每一个有限群都与一个置换群同构.

三 置换的表示

由上面的定理可得,每个有限群都可以在置换群里找到具体的例子,那么置换群是否比较容易计算呢?下面我们来看看置换群中的元素形式.设
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注:该表示方法中,与第一行
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个数字的次序无关,例如

        
[image: image163.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

k

k

k

n

L

L

1

2

1

2

:

t


一般情况下,第一行都取
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但一般的,用
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且
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注:这是第一个非交换群的有限群的例子.事实上,最小的非交换群的阶为6.即一个有的非交换群的阶
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2. 置换的第二种表示方法(循环置换的记法)

先看两个特殊的置换,得到一个公式:
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注意
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为置换,则
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定义2.4.3 假设在
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次置换
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下,
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其它的保持不动,i.e.
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则称
[image: image186.wmf]s

是一个
[image: image187.wmf]-
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循环置换(或称
[image: image188.wmf]k

项循环置换).此时,记
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注1  1-循环置换即为恒等置换
[image: image190.wmf]A
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;

    注2  2-循环置换
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也称为对换;

    注3  并非所以的置换均为循环置换(如例5).

例4 在
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中


[image: image193.wmf])

2

1

3

(

)

1

3

2

(

)

3

2

1

(

5

4

1

3

2

5

4

3

2

1

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ



[image: image194.wmf])

4

3

2

1

5

(

)

5

4

3

2

1

(

1

5

4

3

2

5

4

3

2

1

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

L



[image: image195.wmf])

5

(

)

4

(

)

3

(

)

2

(

)

1

(

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

=

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ



[image: image196.wmf])

2

3

1

(

5

4

2

1

3

5

4

3

2

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ



[image: image197.wmf])

2

1

(

5

4

3

1

2

5

4

3

2

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


例5在
[image: image198.wmf]4
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中,
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事实上,
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使得每个元均发生变动,故若
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为循环置换,则一定为一个4-循环置换,但
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但易知
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一般而言呢?

定理2.4.5(置换的第二种表示分解定理)任何一个
[image: image206.wmf]n

次置换
[image: image207.wmf]p

都可以表示成为若干个互不相连的(或称为互不相交的,i.e.无公共数字)循环置换的乘积.(进一步:每个非单位元的置换都能表示为一些不相交的循环置换之积,且表示法惟一.)

证 对
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使之变动的数字的个数
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作归纳法.

若
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(在
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下, 
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[image: image235.wmf]1
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只使得
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个元发生变动.由归纳假设可知, 
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可以写成不相连的循环置换的乘积:
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故命题得证.(可以说明
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中不会出现.)

注1  在乘积中,恒等置换(1)通常不写.

    注2 该定理的证明也提供一种用循环置换表示置换的方法.

例6.(
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的例5)自己验证(
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中的).
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下面列举出一些补充性质.

定理2.4.6 当
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,任何一个
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次置换都可以表成若干个对换的乘积.( 
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.Ex.5)

证明:只需对任一个循环置换
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定义2.4.4 若置换
[image: image250.wmf]s

可以表示成偶数(奇数)个对换的乘积,则称
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为偶(奇)置换.

定理2.4.7 (1) 
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中的全体偶置换构成一个群,成为
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次交代群(或
[image: image254.wmf]n

次交错群),记为
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