
第六节 子群
基本概念：子群，生成元

重点、难点：子群的判别.
事物都有结构，如社会的结构，生命的结构，交响乐的结构。研究群的结构是一个主要问题，群的分类是群的结构的中心问题。群和集合相比较仅仅多一个运算。于是群的初步研究可以仿照集合论去讨论，只是一切讨论要围绕这个运算来进行。

在集合论中，对集合的子集都一视同仁，但在群论中不一样，与运算关系不太好的子集我们不喜欢，我们仅喜欢那些关于运算封闭的子集。

一 概念

    定义2.6.1 设
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的一个非空子集，若H对于G的乘法构成群，则称H为G的子群（subgroup），记作
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    注 对于任意一个群G，都有两个子群：{ e }与G. 这两个子群称为G的平凡子群。 若
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，则称H是G的一个真子群，记作
[image: image7.wmf]HG

<

.

例1 
[image: image8.wmf]0

1(2,)(,),,

+++

¢¢¤¡£

<<(+)<(,+)<().


    
[image: image9.wmf]***

2(,)(,),

o

×××

¤¡£

<<().


    
[image: image10.wmf]*

3(,),

o

m

U

××

£

<().


    
[image: image11.wmf]*

4,,,,

o

m

×+++

¢

¤¡¢

¢

是

否

为

的

子

群

.

是

否

为

的

子

群

()()()().


下面给出子群的一些性质

 命题2.6.1（传递性） 若
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命题2.6.2（遗传性） 若
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分别表示H，G中的单位元, 
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  二 判别准则

        例2 （
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    一般地，要验证
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不须在通过定义中的4条逐一验证H为一个群，因为我们有

定理2.6.3  设G为群，
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证 思路：
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          由于
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注 
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       推论2.6.4  
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       注 两个子群的并未必是子群，如
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       对于有限子群H是否为群，还有更简便的判别法：

       定理2.6.5（有限子群的判别法则）设G为群，H是G的一个非空有限子集，则
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中满足封闭性，即
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为一个满足消去律的有限半群，从而
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三 生成元

    设G为一个群，
[image: image53.wmf],

SG

Æ¹Í

易知子集S未必是G的一个子群，但我们可以由S作出一个子群来.

    定义2.6.2  设S是群G的一个非空子集，G的所有包含S的子群的交仍为G的一个子群，称为G的由S生成的子群，记为< S >.

i.e. 
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注1  < S >是G中包含S的唯一的最小的子群.

     i.e. 
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 注2  可以验证< S >的一个构造性意义为：
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故任何一个群均有生成元集，由此可以导出群的另一种定义：生成元集+关系集.（可查阅相关资料）

     i.e. 任何一个群均为自由群的商群.

 命题  循环群的子群仍为循环群.

 甚至可以判定一个循环群由多少个子群.
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