
第2节 无零因子环的特征
基本概念：环的特征．
重点、难点: 环的特征及相关性质.
   上节我们看到环中有许多与普通数一样的运算性质，但下面的运算性质不但在一般的环里不成立，就是在域中也未必成立：
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例如在有限域
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中，
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．事实上，(1)式是否成立完全由a对于环R的加法阶决定．下面我们再看一个例子．
　　例1  假定
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是两个循环群，其中
[image: image5.wmf](),()

oanob

==¥

，它们的代数运算用＂＋＂来表示，即
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．定义运算为 　
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 那么R显然作成一个环．但这个环的元（a,0）对于加法来说的阶是n，元（0，b）的阶是无穷大．
上例说明了，在一个环中，两个不为零的元素对于加法的阶可能不相同．

自然会问：对于什么样的特殊环，两个不为零的元素对于加法的阶是相同的？下面的定理告诉我们，在无零因子环中，上面的问题回答是肯定的．

定理3.2.1  在一个没有零因子的环R中，所有非零元（对于加法而言）的阶都是相同的。
    证　如果R的每一个非零元的阶都是无限大，那么结论显然成立．

若存在
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，a阶是有限整数n．
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从而，b的阶
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．同样可得，
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．故有
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定义3.2.1　一个无零因子环R的非零元的相同的（对加法来说的）阶叫做环R的特征，记为Ch(R)．
如域
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的特征为p． 
注1 若环的特征为无穷大，则称其特征为0，如Ch(
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注2 对于特征为0的环R，(1)式是成立的．
定理3.2.2  如果无零因子环R的特征是有限整数n，那么n是一个素数．

  　  证　假设n不是素数， [image: image20.png]n=muynlm.nln



，任意
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，但[image: image23.png](ma)(n@) = (mmy)a® =0



，这与环R无零因子矛盾．
推论3.2.3  域F的特征要么是无穷大，要么是一个素数p．

例2 设R是特征为p的交换环，
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证　由于R是交换环，故有
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注意
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由Ch(R)=p可知，
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于是结论成立．
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