
第5节 理想与商环
基本概念：理想、生成理想、商环．
重点、难点: 理想的概念及判别准则、生成理想的概念及一些基本性质、商环的概念.
1、 理想

＜1＞ 基本概念
    设R是一个环，A关于R中的加法构成R的一个子加群，则有商加群
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其加法为
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．我们想让其成为一个环，于是引入乘法：
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但是一个自然的问题是：上述定义的乘法是否有意义？即有下面的问题：
若
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为此，我们有下面的定义．
定义3.5.1  设R是一个环，I是R的一个非空子集，若满足
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则称I是环R的一个理想（Ideal），记为
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注１　理想一定是子环，反之未必．

注２　设R是有单位元的环，
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注3 还有左、右理想的概念（见教材P113的习题6）．

注4 对于任意环R，{0}和R都是理想，分别称之为零理想和单位理想．
注5 任意多个理想的交仍为理想，但并则未必．
定义3.5.2　只有零理想和单位理想的环称为单环．

      定理3.5.1   除环是单环．

    　证　假设R是除环，
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．则存在非零元素
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，于是有
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，从而I=R．

例1 设R是整数环
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，则n的所有倍数之集
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构成R的一个理想．
例2 设R[x]环R上的一元多项式环，则所有如下形式的多项式
                [image: image15.png]ax+axt o taxt (n2l)




之集作成R[x]的一个理想．
＜2＞ 生成理想
定义3.5.3　设R是一个环，T是R的一个非空子集，则称R中所以包含T的理想的交为由T生成的理想，记为(T)，即
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．特别地，若T={a}，则简记(T)为(a)，称之为由a生成的主理想．
显然，(T)是R中包含T的最小的理想．

下面我们来看看(a)中元素的形式．

定理3.5.2　设R是环，
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　　证　利用理想的定义可以直接验证．
推论3.5.3　设R是环，
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（1） 当R是交换环时, 
[image: image20.wmf](){|,}

asanasRn

=+"Î"Î

¢

；

（2） 当R有单位元时，
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（3） 当R是有单位元的交换环时，
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推论3.5.4　设R是环，
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此时记(T)为
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例3 假定
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是整数环
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上的一元多项式环，求理想
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，并判断其是否为
[image: image29.wmf][]

x

¢

的主理想．
解　因为
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是有单位元的交换环，故
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即
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刚好包含所有常数项是偶数的整系数多项式．下面证明
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不是一个主理想：
事实上，若存在
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．考虑次数和系数可得
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2、  商环（剩余类环）

设R是环，
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，在商加群
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定义乘法为：
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由于I是一个理想，则上述定义的乘法有意义．容易验证加群R/I关于上述的乘法构成一个环，即有
定理3.5.3  设R是环，
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，则R/I构成一个环，称之为R关于理想I的商环（剩余类环）．其中元素
[image: image43.wmf]xI

+

通常也记为
[image: image44.wmf][]

x

，称之为x所在的等价类或x模I的剩余类．
例4 任意
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整数环
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的一个理想，则有商环
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称之为模n的剩余类环，一般记为
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练习：　求
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的所有理想？（提示：考虑
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的所有子加群）．
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