
第6节 同态与理想
基本概念：自然同态、极大理想、单环．
重点、难点: 同态基本定理、极大理想的一些刻画与性质.
1、 同态基本定理

上节我们介绍了理想的概念与一些基本性质．注意理想与不变子群的地位相同，因此下面的讨论与群论中相类似．

定理3.6.1 设
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证　利用定义可以直接验证．

定理3.6.2（同态基本定理）设
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证　完全类似于第二章定理2.9.3的证明．

推论3.6.3 　设
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到环
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的一个同态满射，则
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注　和群论中一样，还有其他一些同构定理（如方块定理、对应定理、分式定理等）．
定理3.6.4　设
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到环
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的一个同态满射，则
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（即子环的象是子环）；

(ⅱ)
[image: image21.wmf],

IR

"

<

 则
[image: image22.wmf]()

IR

j

<

（即理想的象是理想）；

(ⅲ)
[image: image23.wmf],

SR

"£

 则
[image: image24.wmf]1

()

SR

j

-

£

（即子环的原象是子环）；
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（即理想的原象是理想），且
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证　完全类似于第二章定理2.9.4的证明．

2、 极大理想（最大理想）

定义3.6.1　假设R是环，
[image: image28.wmf]MRMR

¹

<

且

．若不存在R的理想I使得
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，则称M是R的一个极大理想（最大理想）．记作
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注1 M是R的一个极大理想当且仅当只有R是真正包含M的理想．
注2 一个环可能没有极大理想，也可能有很多个极大理想．
     例1  设p是一个素数，则由p生成的主理想(p)是整数环
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的一个极大理想．
证　由于
[image: image32.wmf]1()

p

Ï

，则
[image: image33.wmf]()

p

¹

¢

．设N是包含(p)的一个理想．若
[image: image34.wmf]()

pN

¹

，则
[image: image35.wmf]\()

qNp

$Î

．由p是素数知，q与p互素，于是可以找到整数s和t，使得
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．注意
[image: image37.wmf]pN

Î

，而且N是理想，所以
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.故(p)是一个极大理想．
注　在下章我们将会看到，整数环
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的极大理想一定具有形式(p)，p是一个素数．

命题3.6.5　假设R是环，
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是单环．

证　
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：设M是R的极大理想，
[image: image43.wmf]0/

IRM

¹

<

，则有
[image: image44.wmf](

)

1

IR

p

-

<

．又由
[image: image45.wmf]()0

M

p

=

知
[image: image46.wmf](

)

1

MI

p

-

¹

Ì

，再由M的极大性得
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：假设存在R的理想I使得
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．于是I=R．所以M是R的极大理想．
引理3.6.6　假设R是有单位元的交换环．若R是单环，则R一个域．

证　
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可逆．所以R是一个域．
命题3.6.7　假设R是有单位元的交换环，
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例2 设p是一个整数，则
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证　
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：用反证法可易证之．
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：由例1和命题3.6.7可直接得之．
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