第四章   整环里的唯一分解
概述：本章主要讨论与因子分解有关的问题，我们知道在整数环里有唯一分解定理，即任何大于1的整数皆可唯一的写成一些素数的乘积. 在这一章我们要看一看，在一个抽象的环里这个定理是否成立；但由于在一个一般的环里去研究这个问题有相当的困难，所以我们仅把整数中的因子分解的概念推广到一般的整环中. 

本章中的环I均表示整环，I的单位元均记为1，I中的非零元记为
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第1节 素元、唯一分解
基本概念：整除，单位、相伴元，平凡因子、真因子、素元，唯一分解.
重点、难点: 唯一分解.
正   文
定义4.1.1：整环I中的可逆元
[image: image2.wmf]e

称为I的一个单位(Unit）.
注1：单位与单位元是两个概念，单位元一定是单位，而单位未必是单位元.
注2：整环I中的全体单位关于I的乘法构成一个Abel群, 称为I的单位群，记为U(I) .

定义4.1.2：我们说，整环I的一个元a可以被I的元b整除，假如在I里找  得出元c，使得a=bc. 假如a能被 b整除，我们说b是a的因子，并且用符号b|a 来表示，否则用 b [image: image3.png]


a来表示.
定义4.1.3：元b叫做元a相伴元，假如b=εa ,其中ε是I的一个单位.

定义4.1.4：单位以及元a的相伴元叫做a的平凡因子，其余的a的因子，叫做真因子.

定义4.1.5：整环I的一个元p叫做一个素元，假如p既不是零元，也不是单位，并且p只有平凡因子.

定理4.1.1：两个单位ε和ε′的乘积εε′也是一个单位，单位ε的逆ε-1也是一个单位.
定理4.1.2：单位
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]是素元矛盾
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定理4.1.3： 整环中一个不等于零的元a有真因子的充分而且必要条件是：
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故a有真因子.
定义4.1.6：我们说，一个整环I的一个元a在I里有唯一分解，假如以下条件能被满足：
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例： 设
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    作业：
1．设
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的整环. 证明5不是I的素元. 5有没有唯一分解？

第2节 唯一分解环

基本概念：唯一分解环，唯一分解环的性质. 公因子、最大公因子，最大公因子的存在性.
重点、难点: 唯一分解环.
正   文

定义4.2.1：整环I叫做一个唯一分解环(UFD), 如果I的每一个既不等于零又不是单位的元都有唯一分解.
定理4.2.1：唯一分解环有以下性质：

(3) 若一个素元
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推论：在一个UFD中，若素元
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定理4.2.2：若整环I满足：
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定义4.2.2：
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定义4.2.3：
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定理4.2.3：假定I是唯一分解环, 
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作业：
1. 假定
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第3节 主理想环

基本概念：：主理想环，主理想和极大理想、主理想环与唯一分解环的关系.
重点、难点: 主理想、极大理想.
正   文

定义4.3.1：如果整环I中的每一个理想都是主理想，则称I是一个主理想环，记为P.I.D.
例 1：
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引理4.3.1：设
[image: image79.wmf])

1

,

0

,

,

,

(

×

+

I

是一个PID, 则I中的每一个真因子序列一定是有限序列. 即若序列
[image: image80.wmf])

(

,

,

,

2

1

I

a

a

a

i

Î

L

中每一个元素都是前面一个元的真因子，则该列一定是有限序列.
证明：由于
[image: image81.wmf]i

i

a

a

1

+

，所以
[image: image82.wmf]L

Ì

Ì

)

(

)

(

2

1

a

a


令
[image: image83.wmf])

(

U

i

i

a

A

=

，则
[image: image84.wmf]的一个理想

是

I

A

. 事实上：
[image: image85.wmf]A

a

ra

I

r

i

Í

Î

Î

"

)

(

,

.

[image: image86.wmf])

(

)

(

)

(

),

(

)

(

,

,

j

i

j

i

a

a

a

a

b

a

a

j

i

j

i

A

b

a

Ì

Î

Þ

Î

Î

£

$

Þ

Î

"

使得

不妨设

 

        
[image: image87.wmf]A

a

b

a

j

Í

Î

-

Þ

)

(

 .

而
[image: image88.wmf]PID

I

是

，则存在
[image: image89.wmf]).

(

,

d

A

I

d

=

Î

使得

 而
[image: image90.wmf]U

i

i

a

A

d

)

(

=

Î

，

则
[image: image91.wmf])

(

n

a

d

n

Î

$

使得

，我们断言，
[image: image92.wmf]n

a

为序列中的最后一个，如若不然，设还有一个
[image: image93.wmf]的真因子

为

使得

n

n

n

a

a

a

1

1

+

+

. 由于

[image: image94.wmf]1

1

1

,

)

(

),

(

+

+

+

Þ

Þ

Î

Î

n

n

n

n

n

n

a

a

a

d

d

a

d

a

a

d


又
[image: image95.wmf]n

n

a

a

1

+

，则
[image: image96.wmf]n

a

是
[image: image97.wmf]1

+

n

a

相伴关系，这与
[image: image98.wmf]的真因子矛盾

为

n

n

a

a

1

+

. 

故原结论成立.

引理4.3.2：设
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定理4.3.1：设
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作业：
证明：一个主理想环的非零最大理想都是由一个素元所生成的.

第4节 欧氏环

基本概念：欧氏环的定义，欧氏环和主理想环的关系.
重点、难点: 欧氏环.
正   文

定义4.4.1：设I是整环，若
(1) 存在映射
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[image: image120.wmf],0()().

baqrrrraa

jj

=+==<=

或


故
[image: image121.wmf](,,,0,1)

+×

是

一

个

欧

氏

环

.

Z


例2．数域F上的多项式环
[image: image122.wmf]([],,,0,1)

Fx

+×

是

一

个

欧

氏

环

.


 例3．Gauss整数环
[image: image123.wmf]([],,,0,1)

i

+×

是

欧

氏

环

.

Z


证明：易证
[image: image124.wmf]([],,,0,1)

i

+×

Z

是整环. 令

[image: image125.wmf]22

:[]\{0};

iabiab

j

®++

a

ZZ

，

则
[image: image126.wmf]j

是

一

个

映

射

. 
设
[image: image127.wmf][]\{0},[]

abiicdii

ab

=+Î=+Î

ZZ

，
[image: image128.wmf],,

klikl

b

a

=+Î

Z

，则存在
[image: image129.wmf]''

,

kl

Î

Z

使得

[image: image130.wmf]''

11

,

22

kkll

-£-£

.

令
[image: image131.wmf]''

[],

klii

gdbag

=+Î=-

Z

，则
[image: image132.wmf]bagd

=+

. 
若
[image: image133.wmf]2
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b

djdjbagjag

a

¹

则
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[image: image134.wmf]22
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2
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因此
[image: image135.wmf]([],,,0,1)

i

+×

是

欧

氏

环

.

Z


定理4.4.1：任何一个欧氏环一定是一个主理想环，因而一定是一个唯一分解环.

证明：设
[image: image136.wmf]{0},.

AI

j

¹

是

欧

氏

环

的

一

个

理

想

是

欧

氏

环

的

映

射

 令

[image: image137.wmf]aAa

jj

Î¹Î

使

（

）

=min{(x)x(0)A}

，

则
[image: image138.wmf]()

Aa

=

. 事实上, 
[image: image139.wmf],,

bAqrI

"Î$Î

使

得



[image: image140.wmf],0
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=+=Î

或

（

r

）
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.
若
[image: image141.wmf]0().

raaa

j

¹Î

则

与

（

）

的

最

小

性

矛

盾

. 

故

r=0,b=q


   注：定理4.4.1的逆不真，P.I.D未必是欧氏环. 如

   复数域的子环
[image: image142.wmf]191
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Z

是一个P.I.D但不是欧氏环.
   定理4.4.2：
[image: image143.wmf](,,,0,1)

+×

是

欧

氏

环

,

从

而

是

唯

一

分

解

环

.

Z


   引理4.4.1：假定
[image: image144.wmf][][]

IxIIx

是

整

环

上
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一

元

多

项

式

，

的

元



[image: image145.wmf]       
[image: image146.wmf]1
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的最高系数
[image: image147.wmf](),()[],(),()[]
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么
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[image: image148.wmf]()()()(),
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其中
[image: image149.wmf]()0()
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=

或

的

次

数
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于
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次

数


[image: image150.wmf].
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定理4.4.3：域F上的一元多项式环
[image: image151.wmf][].

Fx

是

一

个

欧

氏

环


证明：显然
[image: image152.wmf][]

Fx

是

一

个

整

环

，

令



[image: image153.wmf][];()deg(()),()[].
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则
[image: image154.wmf]j

是

一

个

映

射

. 
[image: image155.wmf]()[],()[],
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[image: image156.wmf]()0()0,,.
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项

系

数

而

则

可

逆


由引理4.4.1可知，
[image: image157.wmf](),()[]

qxrxFx

$Î

使

得



[image: image158.wmf]()()()(),
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其中
[image: image159.wmf]()0()

rxrxx

=

或

的

次

数

小

于

g()

的

次

数



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image160.wmf].

n


即
[image: image161.wmf]
[image: image162.wmf]()0(())(()).[].

rxrxgxFx

jj
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或

故

是

唯

一

分

解

环


作业：
1.下列环是否是欧氏环，并证明之：

(1) 
[image: image163.wmf]{

}

22,.
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éù

=+Î

ëû

ZZ


(2) 
[image: image164.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image165.wmf]{
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2. 证明：一个域一定是一个欧氏环. 

附注　本章中介绍的几种常见的整环之间有如下的关系图：

[image: image166]
其中，例①可取
[image: image167.wmf]3

éù

-

ëû

Z

；
例②可取
[image: image168.wmf][]

x

Z

；
例③可取
[image: image169.wmf]119

2

éù

+-

êú

ëû

Z

；
例④可取
[image: image170.wmf]Z

或数域F上的一元多项式环
[image: image171.wmf][]

Fx

；
例⑤可取有理数域、实数域、复数域等．
第5节 多项式环的因子分解

基本概念：本原多项式的定义及其引理.
重点、难点:多项式的可约性判断.
正   文
设
[image: image172.wmf]..

IUFD

为

，
[image: image173.wmf][]

IxF

为

上的一元多项式环，则有如下简单事实： 
(1) 
[image: image174.wmf]([])(),[]

UIxUIIx

=

且

为

整

环

;


(2)
[image: image175.wmf][]()()

Ixfxfx
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多

项

式

称
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原

多

项

式

，

如

果

系

数

的

最

大

公

因

子

是

单

位

.
(3) 若本原多项式
[image: image176.wmf](),

fx

可

约

则



[image: image177.wmf]()()(),(),()[]deg()deg()0

fxgxhxgxhxIxfxgx
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且

.
(4)  
[image: image178.wmf]()()()()();

fxgxhxgxhx

=Û

是

本

原

的

和

均

是

本

原

的


(5)  
[image: image179.wmf]()[],deg()0,()()([])

fxIxfxfxfxUIx
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若

则

是

本

原

的
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引理4.5.1:  
[image: image180.wmf],0()[],

Ifxx

¹Î
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则
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(1) 
[image: image181.wmf]00
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原

多

项

式


(2) 
[image: image182.wmf]0000
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[image: image183.wmf][]

Ix

均

为

中

的

本

原

 多项式，则
[image: image184.wmf]00
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UIUIxfxgx
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得


引理4.5.2: 假设
[image: image185.wmf]00

()[],()[]

fxIxfxIx
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中

的

一

个

本

原

多

项

式

在

中

可

约

的充分必要条件是
[image: image186.wmf]0
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fxxI
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可

约
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中

Q

为

的

商

域


引理4.5.3: 
[image: image187.wmf][]()[]

IxfxIx
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次

数

大
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零
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项

式
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唯一分解.

定理4.5.1: 若
[image: image188.wmf]..,[]...

IUFDIxUFD

是

则
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是


定理4.5.2: 若
[image: image189.wmf]1212
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是
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[image: image190.wmf]I



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image191.wmf]上

的

无

关

未

定

元

.
作业：
1． 假定
[image: image192.wmf][].()[],()

IxIfxIxIfx
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整

环

上

的

一

元

多

项

式

环

属

于

但

不

属

于

并

且

的最高系数是I的一个单位. 证明：
[image: image193.wmf]()[].

fxIx
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里
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解


2. 设
[image: image194.wmf]12
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第6节 因子分解与多项式的根

基本概念：多项式的根、重根、导数；重根的判别定理.
重点、难点: 多项式和多项式的根.
正   文
定义4.6.1: 设
[image: image195.wmf]()[],()0,().

fxIxaIfaafx

ÎÎ=
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果

存
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使

得

则

称

是

的

根


定理4.6.1: 假定
[image: image196.wmf],()[],,()
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环

那

么

是

的

根

的充分必要条件是
[image: image197.wmf]()().
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定理4.6.2： 
[image: image198.wmf]12
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[image: image199.wmf]12
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image200.wmf]1
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推论：
[image: image201.wmf]()[],()
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定义4.6.2:
[image: image202.wmf],()[],1,

aIfxIxk

ÎÎ$>

如

果

使

得



[image: image203.wmf]()(),()
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定理4.6.3：
[image: image204.wmf]()(),,
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[image: image205.wmf]'
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推论：
[image: image206.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image207.wmf]...,()[],,

IUFDfxIxaI

ÎÎ

若

为

那

么



[image: image208.wmf]'
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作业：
1. 假定
[image: image209.wmf]2

16.[]

IIxxI

是

模

的

剩

余

类

环

的

多

项

式
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2. 假定
[image: image210.wmf]F
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[image: image211.wmf][]
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证明：
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