
第一章 量子力学基础和原子结构

§1-1 量子力学建立的实验和理论

背景



1. 黑体辐射问题和普朗克的量子假说

黑体：可以吸收全部外来辐射的物体

空心小球
内部涂有吸收
辐射的材料

小孔(黑体)

黑体辐射：受热时，空腔壁会发出辐射，极小部

分通过小孔逸出。



在不同温度下黑体辐射的能量分布曲线

随着温度的增加，Eν的极
值向高频移动。

Eνdν：黑体在单位时间、单
位表面积上所辐射的能量在
频率范围[ν,ν+dν] 内的大小

Eν：黑体辐射的能量密度



经典物理无法解释黑体辐射能量分布的实验曲线

粒子角度
(经典热力学)  

波动角度
(由经典电动力学和统计物理理论)

瑞利瑞利----金斯公式金斯公式维恩公式维恩公式

只适用于低频范围只适用于高频范围



普朗克的经验公式

低频范围

还原成维恩公式 还原成瑞利—金斯公式

高频范围

和实验结果完全吻合

从经典物理出发，无法推导出普朗克的经验公式，除

非假定，能量的吸收或发射不是一个连续的过程。



当时，我已经为辐射和物质的问题而奋斗了6年，但一无

所获。但我知道，这个问题对于整个物理学至关重要，我
也已经找到了确定能量分布的那个公式。所以，不论付出
什么代价，我必须找到它在理论上的解释。而我非常清
楚，经典物理学是无法解决这个问题的。

……
经过一生中最紧张的几个礼拜的工作，我终于看见了黎明
的曙光。一个完全意想不到的景象在我面前呈现出来。

……
要使新方程成立，必须假设能量在发射和吸收的时候，不
是连续不断，而是分成一份一份的。

-- 普朗克



普朗克的量子假说

黑体内分子、原子做简谐振
动(谐振子)，频率各不相同

频率为ν0的谐振子，其能量
具有最小单位ε0

该谐振子的能量E只能是ε0
的整数倍

E=nε0 n=1,2,3…

能量的吸收和发射以量子的
整数倍一份一份的进行，而
不是连续变化

∆E＝|E1-E2|＝|n1ε0-n2ε0|
＝|n1-n2|ε0

货币体系包含各种不同的货
币

人民币的最小单位是1分钱

人民币现金的数量只能是1
分钱的整数倍，不可能有
1.5分钱现金

现金支付人民币也必须是1
分钱的整数倍



在普朗克的量子假说中：

能量的最小单位ε 能量子，或量子量子0

和谐振子的振动频率ν0之间的关系：εε00＝＝hhνν00

普朗克常数普朗克常数，h＝6.626×10-34J⋅s

量子化量子化：物理量的不连续变化

量子化的概念和经典物理冲突

经典物理认为一切自然的过程都是连续不断的



2. 光电效应和爱因斯坦的光量子论

光电效应的发现

赫兹的电磁波实验：紫外线照在接收器上，更容易放
电产生电火花，照射在负电极上时效果最为明显。

光电效应

光照在金属表面上，金属发射出电子的现象。

从光获得足够的能量而逸出金属表面的电子

光电子

由光电子组成的电流

光电流



光电效应的实验事实与经典电磁理论之间的冲突

(1）对于特定的金属，电子是否逸出，决定于光的
频率，与光的强度无关。

钾、钠、锌、铝：
在可见光下即可产生光电效应

锡、铜、铁：

紫外光才能产生光电效应

? 光是波动，能量由波的强度决定，为什么
强烈的红光无法使金属铜中的电子逸出？



光电效应的实验事实与经典电磁理论之间的冲突

(2）只要入射光频率大于某个特定值ν0 (临阈频率) ，
一经照射，电子立即逸出，没有时间上的延迟。

? 电子吸收能量应该是一个连续积累的过
程，为什么电子逸出没有时间上的延迟？



光电效应的实验事实与经典电磁理论之间的冲突

(3）逸出电子的动能随光的频率而增加，与光的强度

无关。

对于锌，紫外线照射下，光电子的动能比用

紫光照射要大。

? 光强越大，光的能量越高，为什么增加紫
光的强度不能增加光电子的动能？



光电效应的实验事实与经典电磁理论之间的冲突

(4）光的强度越大，逸出电子的数量增多，光电子数
与频率无关 。

? 频率越高，振动就越频繁，应该使更多的
电子逸出，为什么与光的频率无关？



光量子论的提出

“在我看来，如果假定光的能量在空间的分布是不

连续的，就可以更好地理解黑体辐射、光致发光、
紫外线产生阴极射线（即光电效应），以及其他有
关光的产生和转化的现象的各种观测结果。根据这
一假设，从点光源发射出来的光束的能量在传播中
将不是连续分布在越来越大的空间之中，而是由一
个数目有限的局限于空间各点的能量子所组成。这
些能量子是不可分割的，只能整个地被吸收或产
生。”

--爱因斯坦：《关于光的产生和转化的一个试探性观点》



光量子论的提出

光的能量一份一份地集中在一起，每一份为一个能能
量子量子(后称光子光子) 

能量子的能量＝hν
光的频率

电子整份吸收一个能量子

光强取决于能量子的密度

每个能量子都无法激发电子(无累积性)频率ν低 能量低

能量子被整份吸收频率ν高 能量高 电子立即逸出

光强大 能量子数目多 光电子数目多



爱因斯坦的光量子论

①① 光的能量在空间是不连续的，最小的能量单位
ε0称为光子光子。

光子的能量 ε0＝hν

②② 光是以光速c运动的光子流，光的强度正比于光
子的密度。



爱因斯坦的光量子论

③③ 光子具有运动质量m。

质能方程： 2c
Em =

相对论总能量

2mcE =

光子没有静质量m0(速度v=0时的质量)。

质速关系式：
2
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爱因斯坦的光量子论

④④ 光子具有动量p。

c
E

c
mcmcp ===

2

c
hp ν

=

光子的能量 E=hν

c=λ⋅ν

光速(也可为波
的传播速度u)

波长

频率

λ
hp =



爱因斯坦的光量子论

⑤⑤ 光子和电子碰撞，光子消失，并把能量hν转移

给电子。

逸出功W0: 克服金属束缚力作功

光电子的动能
TWh += 0ν

临阈频率

00 νhW =

2

2
1 mvT =

000 += Whν电子刚刚能逸出0νν =频率 T=0



3. 氢原子光谱和玻尔的原子理论

早期的原子模型早期的原子模型

古希腊时代

原子不可分割。

J.J.汤姆逊发现电子
提出“葡萄干布丁”模型

1897年

1910年

卢瑟福的α粒子散射实验：用α粒子
金属箔，粒子基本上穿过金属箔，少
数发生大的偏转，甚至反向折回。



1911年

卢瑟福发表 “行星”原子模型：带负电

的电子则沿着特定的轨道绕着原子核
运行。

行星模型的困难：行星模型的困难：

原子坍塌 － 按照经典电磁理论，带负电的电子
绕着带正电的原子核运转，将以电磁波的形式辐
射能量，电子逐渐失去能量。



原子光谱原子光谱：原子被激发时产生特定波长的光线，产
生分立的谱线分立的谱线

连续的可见光谱

λ

分立分立的氢原子光谱



巴尔末的经验公式:
氢原子光谱可见光区中的14条谱线的规律
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波数 里德堡常数 HR~ =1.096776×107m-1

巴尔末的推广形式:
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n只能是正整数，这是一种量子化的表述。

原子内部只能释放特定量的能量，说明电子只能在
特定的“势能位置”之间转换。也就是说，电子只能
在某些“确定的”轨道运行。



玻尔的原子理论

原子只能稳定存在于一系列具有确定能量值的状
态，这些状态称为定态定态。（能量最低的叫基态，其
它叫激发态）

各定态的能量构成从低到高的一系列能级。

①

3个假设条件



玻尔的原子理论

原子吸收或发射辐射，必须在两个定态之间以跃迁
的方式进行。

②

EEEh ∆=−= 12ν

两个定态的能量差



玻尔的原子理论

电子的轨道角动量的大小满足量子化条件

③

....3,2,1
2

=== nnhnM h
π

轨道角动量



玻尔的原子理论

从上述条件出发，可从经典力学得到电子运动的轨

道半径

2
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玻尔的原子理论

氢原子的能级

2222
0

4 11
8 n

R
nh

meE ⋅−=⋅−=
ε

....3,2,1=n

eV
a

e
h

meR 6.13
88 00

2

22
0

4

===
πεε



玻尔的原子理论

电子在定态之间跃迁时，放出或吸收的辐射，其频
率满足

)11( 2
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2
1

12 nn
REEh nn −=−=ν

12 nn EE >



玻尔的原子理论

和巴尔末公式比较，可以得到里德堡常数的理论值
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玻尔理论的成功之处以及缺陷

解释了原子光谱谱线为何是分立的。

预言了新的谱线并得到证实。

“半经典半量子”的旧量子论：基于牛顿力

学，量子化条件是强加的。

玻尔理论只适用于单电子原子，而且不能
说明化学键



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-2 物质波



导言导言 琴弦振动中的量子化现象琴弦振动中的量子化现象

经典波的叠加原理

在相遇处，各点的振动等于各列波在该点引起的
分振动之和

几列波相遇时：

y(x,t)＝y1(x,t)+y2(x,t)+…
质点的总位移

质点的位置 时间

各列波引起的位移

通过重叠区域分开后，各列波保持各自的特性不
变，继续前进



])(2sin[),( φ
λ

νπ +−=
xtAtxy

平面简谐波(正弦波或余弦波)

])(2cos[),( φ
λ

νπ +−=
xtAtxy

振幅 频率 波长

X处,质点振动的位相

或

νλ ⋅=u波速y

x



驻波

])(2cos[ 22 φ
λ

νπ ++=
xtAy

传播方向相反

振幅、频率和波长相同

两列波：

改用“＋”，表示传播方向相反

)
2
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2
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λ

π
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+
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仅与x有关，其绝对值表示x处质点的振幅

叠加，产生驻波：



驻波的波形：停驻不前



小提琴琴弦的振动

琴弦的振动是驻波

)
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π
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琴弦两端固定，即两端的振幅为零



小提琴琴弦的振动

基波：

1
2L
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波长或频率是量子化的



小提琴琴弦的振动

什么原因导致琴弦振动的波长或频率发生量子化?
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n=1,2,3… 波长是量子化的

频率是量子化的



小提琴琴弦的振动

导致频率、波长发生量子化的原因(量子化条件)：！

琴弦两端必须固定不动

有限空间内，驻波的波长或频率是量子化的



1. 物质波物质波

德布罗意驻波

玻尔理论中的量子化条件 nhM= 从何而来？

有限空间内驻波的
波长(频率)是量子

化的

假设电子绕核运动

也会伴随着一个封
闭的驻波

电子这个驻波的波长和频

率将是量子化的

λπ nr =2
轨道周长是波长整数倍

？



1. 物质波物质波

假设这个驻波的波长、频率满足光量子论的公式

λ
hp =νhE =

rpM ⋅=
λ
hp =

λπ nr =2

轨道角动量 nhhnnhM =⋅=⋅=
ππ

λ
λ 22

玻尔的量子化条件



1. 物质波物质波

？ 德布罗意驻波的波速u远远大于光速c？

h
mc

h
E 2

==ν

mv
h

p
h

==λ
v
cu

2

==νλ

波速

电子的运动速度

德布罗意驻波并不是正确的物理图像



1. 物质波物质波

物质波(德布罗意波)

象电子这样的实物微粒也具有波动性

物质波的波长(德布罗意关系式)

mv
h

p
h

==λ
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1mvT =动能
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1. 物质波物质波

实物颗粒的波长和质量、速度的关系

质量m(kg) 速度v (m/s) 波长(pm)

1V加速的电子 9.1×10-31 5.9×105 1200

10000V
加速的电子

9.1×10-31 5.9×107 12

Xe原子(300K) 2.3×10-25 2.4×102 12

枪弹 0.01 1.0×103 6.6×10-23

宏观物体宏观物体：波长非常短，无法察觉，无需考察其波动性

mv
h

=λ 中的h很小 （h=6.626×10-34J⋅S）

微观粒子微观粒子：波长较大时，要考察其波动性。



1. 物质波物质波

物质波的实验证据 (电子衍射现象)

戴维逊和革末的单晶的电子衍射实验

1925年

电子束射在镍单晶表面，观察到类似于X射线

衍射的明暗花纹。

1927年

G.P.汤姆逊的多晶的电子衍射实验



1. 物质波物质波

？ 为什么上述实验中可以观察到电子的衍射现
象？

产生衍射现象的前提：

障碍物或缝隙的尺寸小于波长，或相差不大

实验中电子的波长为1.67 Å

晶体中原子或分子呈整齐的周期性排列，间距为1～10Å左右

用晶体作为衍射光栅，光栅常数和电子波长接近，从而观察
到衍射行为



2. 波粒二象性波粒二象性

电子的威尔逊云室实验(粒子性)

粒子通过充满水蒸气的云室，形成一条
清晰可辨的水珠轨迹

电子和其他的粒子碰撞完全符合经典粒
子的规律。

电子是粒子还是波？？

单个电子不产生衍射花纹，只是在屏幕
上形成一个亮点(粒子性)

大量电子会衍射花纹(波动性)



2. 波粒二象性波粒二象性

实物微粒既是粒子，同时又是波。

必须由粒子和波两种角度去作出诠释，任何单
方面的描述都是不完全的。



2. 波粒二象性波粒二象性

电子 红绿混合光

电子衍射：波 红色眼镜：红

云室实验：粒子 绿色眼镜：绿

电子呈现粒子性还是波动性，取决于观察手段观察手段

每次观察只展现出波粒二象性中的一面



2. 波粒二象性波粒二象性

玻尔的互补原理

观测者对被观测物不可避免产生扰动，主体和客体
世界必须被理解成一个不可分割的整体。没有一个
孤立地存在于客观世界的“事物”

任何事物都只有结合一个特定的观测手段，才谈得
上具体意义。

对象所表现出的形态，很大程度上取决于我们如何进
行观察。

对同一个对象来说，这些表现形态可能是互相排斥的，
但必须被同时用于这个对象的描述中。



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

⎯⎯⎯⎯充满不确定性的量子论充满不确定性的量子论

1926年，海森堡和约当建立了矩阵量子力学。

用矩阵代替物理可观测量，对经典的运动方程重新
改写。

矩阵的乘积不满足乘法交换律矩阵的乘积不满足乘法交换律

A⋅B ≠ B⋅A



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

为什么代表两个物理量的矩阵交换位置后，
乘积不相等？

？

海森堡认为：

暗示着在对某些物理量进行测量时，会对另外某些物理
量产生影响

对于微观粒子，这种影响不能忽略，因而不可能同时准
确测定。

例如，位置和动量：位置测量的越准确，测量时对动量
造成的影响就越大，反之亦然。



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

测不准原理

具有波动性的微观粒子，位置和动量不可能同时
准确测量



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

测不准关系的近似表达式
x

y

αsinxpp =∆

Wx =∆位置的不确定性：

动量的不确定性：

x方向上：

αsinxpWpx ⋅=∆⋅∆



D点衍射强度最小 AD和BD的距离差= 2
λ

L>>W CDAD≈ AD和BD的距离差=BC=

W/2

L

αsin
2

W

2
sin

2
λ

α =
W

3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

测不准关系的近似表达式



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

测不准关系的近似表达式

αsinpWpx x ⋅=∆⋅∆

hhppx x =⋅=⋅=∆⋅∆
λ

λλ
2

sin
2

λ
α =

W

由于只考虑了第一个衍射峰，得到的是测不准关系的近似表达式

hpx x ≈∆⋅∆



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

hpx x ≈∆⋅∆

若∆x和∆px的量级相同

h非常小，只有6.626×10-34J⋅s

对于宏观物体不必考虑测不准关系。

∆x和∆px都是在10-17数量级。



3.3. 测不准原理测不准原理((不确定原理不确定原理))

hpx x ≈∆⋅∆

测不准关系指出了使用经典粒子概念的限度

这个限度用普朗克常数h表示

在h可以视为0的情况下(如宏观物体)，量子力学回到
经典力学。 0=∆⋅∆ xpx



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-3 波函数



])(2cos[),( φ
λ

νπ +−=
xtAtxy

振幅 频率 波长

X处,质点振动的位相

导言 一维自由粒子波函数一维自由粒子波函数

简谐波：

((一维德布罗意波函数）一维德布罗意波函数）

y

x

选择合适的起始时间，可以使 0=φ



导言 一维自由粒子波函数一维自由粒子波函数 ((一维德布罗意波函数）一维德布罗意波函数）

简谐波：

选择在起始时间t=0时，波形如下

y

x

AA =+−⋅ ])00(2cos[ φ
λ

νπ

t=0时，x=0处质点的位移为最大振幅A，即 Ay =)0,0(

,...4,2,0 ππφ = （通常选择 ）0=φ



导言 一维自由粒子波函数一维自由粒子波函数 ((一维德布罗意波函数）一维德布罗意波函数）

简谐波的表达式：

)](2cos[),(
λ

νπ
xtAtxy −=

常把 y 写成指数形式的虚函数，实际波动用实部表示

)](2sin[)](2cos[),(
λ

νπ
λ

νπ
xtixtAtxy −⋅+−=

)(2
λ

νπ xti
Ae

−⋅
=

数学上指数运算更加方便



导言 一维自由粒子波函数一维自由粒子波函数 ((一维德布罗意波函数）一维德布罗意波函数）

作一维运动的自由粒子(不受任何外力的粒子)

(相对论)总能量E为常数 动量p的大小和方向不变

h
E

=ν频率 为常数
p
h

=λ波长 为常数

)(2
),( λ

νπ xti
Aetxy

−⋅
=

h
pxEti

Aetx
)(

),(
−⋅

=Ψ

代入简谐波的函数

一维自由粒子波函数波函数



1. 波函数波函数

薛定谔建立波动量子力学的大致思路：

大致思路：大致思路：

经典力学的运动方程(哈密顿方程)

对体系构造一个 Ψ函数

λ
hp =

变分法

代入

量子力学的运动方程 (薛定谔方程)



1. 波函数波函数

作一维运动的一个粒子，其薛定愕方程为

粒子的波函数粒子的波函数

粒子的势能函数

),(),(),(
2

),(
2

22

txtxV
x

tx
m

h
t

tx
i
h

Ψ+
∂
Ψ∂

−=
∂

Ψ∂
−



1. 波函数波函数

ΨΨ：波函数：波函数((态函数态函数))

量子力学中用波函数Ψ描述体系的状态

“态用波函数Ψ来描述” = “态Ψ”

波函数Ψ包含着体系可确定的全部知识



1. 波函数波函数

波函数波函数ΨΨ是坐标和时间的函数是坐标和时间的函数

q: 坐标(x,y,z)三维一粒子体系：

Ψ(x,y,z,t) 或 Ψ (q,t)

三维三粒子体系

Ψ(x1,y1,z1,x2,y2,z2,x3,y3,z3,t))

Ψ(q1,q2,q3,t))

Ψ(1,2,3,t)

Ψ(q,t)



2. 波函数的解释波函数的解释

玻恩的统计解释玻恩的统计解释

一维一粒子体系：

dxtx 2),(Ψ

在t时刻
[x,x+dx]之间
找到粒子的几率几率



2. 波函数的解释波函数的解释

三维一粒子体系：

dxdydztzyx 2),,,(Ψ

t时刻
在(x,y,z)处
以dx,dy,dz为边的无限小方形体积元内
找到粒子的几率几率



2. 波函数的解释波函数的解释

三维多粒子体系：

nnn dzdydxdzdydx ...111
2Ψ

在(xn, yn zn)处以dxn, dyn,dzn为边的无
限小的方形体积元内找到粒子n

同时同时

在t时刻

在(x1, y1 z1)处以dx1, dy1,dz1为边的
无限小的方形体积元内找到粒子1
… …

的几率



2. 波函数的解释波函数的解释

玻恩的统计解释玻恩的统计解释

＝ 在体积元dτ找到粒子的几率τd2Ψ

根据玻恩对波函数的统计解释

知道了态Ψ

不能准确预测位置测量的结果

只能预知各种可能结果出现的几率

量子力学本质上是统计性统计性的。



*. 哥本哈根解释哥本哈根解释 ((量子力学的基本解释量子力学的基本解释))

①测不准原理

限制了我们对微观事物认识的极
限，对一个物理量的测量行为会对
体系产生扰动，影响对另外某些物
理量的测量结果，所以，不是所有不是所有
物理量都能同时准确测量物理量都能同时准确测量。



*. 哥本哈根解释哥本哈根解释 ((量子力学的基本解释量子力学的基本解释))

②互补原理

指出不存在孤立于观察者之外的一
个纯粹的客观世界，测量手段决定
了对象所表现的形态。尽管波动性
和粒子性是互相排斥的，但这是由
于宏观世界中建立的语言无法对微
观世界进行准确描述造成的。我们
必须同时用这两种形态来对微观粒必须同时用这两种形态来对微观粒
子进行描述。子进行描述。



*. 哥本哈根解释哥本哈根解释 ((量子力学的基本解释量子力学的基本解释))

③波函数的统计解释

告诉我们量子世界的本质是“随机
性”。波函数波函数ΨΨ就是一种统计，它的就是一种统计，它的

平方代表了粒子在某处出现的几率平方代表了粒子在某处出现的几率
密度。密度。“电子出现在x位置”完全是一

种随机的过程。



3. 波函数的归一化波函数的归一化

(1)一维一粒子体系 Ψ(x,t)
2

0 ),( txΨ 对x作图t=t0时,

2
0 ),( txΨ

[a,a+dx]内找到粒子的几率几率

面积= dxta 2
0 ),(Ψ

dx: 无限小的间隔

[a,b]内找到粒子的几率几率

面积= ∫ Ψ
b

a
dxtx 2

0 ),(

2
0 ),( txΨ

2
0 ),( txΨ

[-∞, +∞]内找到粒子的几率几率

面积=∫
+∞

∞−
Ψ dxtx 2

0 ),(



3. 波函数的归一化波函数的归一化

(1) 一维一粒子体系 Ψ(x,t)

∫ Ψ+∞
∞− xd2

＝ 在x轴上找到粒子的几率

在x轴上必然能找到粒子

1=Ψ∫
+∞

∞−
xd2

若波函数满足此条件，则称：波函数是归一化归一化的。



3. 波函数的归一化波函数的归一化

(2) 三维一粒子体系 Ψ(x,y,z,t)

若波函数是归一化归一化的, 则

1=Ψ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
xdydzd2



3. 波函数的归一化波函数的归一化

(3) 三维n粒子体系 Ψ(x1,y1,z1,…xn,yn,zn,t)

若波函数是归一化归一化的, 则

1............ 111 =Ψ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞− nnn dzdyxdzdyx dd2



3. 波函数的归一化波函数的归一化

归一化条件的一般表达式

1=Ψ∫ τd2

注意：

∫ τd... 表示积分区域遍及所有空间坐标的全部区域所有空间坐标的全部区域

是一个定积分定积分



3. 波函数的归一化波函数的归一化

如果波函数Ψ是未未归一化的

对Ψ乘以一个适当的常数N

N⋅Ψ应满足归一化条件

12 =Ψ⋅∫ τdN

τd
N

∫ Ψ
= 2

2 1

N:归一化系数

求N的过程:对波函数进行归一化对波函数进行归一化



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

＝几率密度
2Ψ 波函数Ψ需满足一定条件

① 平方可积(有限) 
2Ψ 必须是可积的。归一化时需要求积分： τd∫ Ψ 2

通常进一步要求Ψ处处有限
（处处有限的函数必然是平方可积的）

波函数不是平方可积的

通常也不要求进行归一化。

例外：非束缚态的波函数 (粒子不受束缚，如自由粒子)

“Ψ要处处有限”是更苛刻的要求：偶尔会有波函数平方可

积的，但是不处处有限



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

＝几率密度
2Ψ 波函数Ψ需满足一定条件

① 平方可积(有限) 

[图例]

+∞

-∞



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

＝几率密度
2Ψ 波函数Ψ需满足一定条件

② 单值
2Ψ 必须单值几率只能有一个值

通常进一步要求Ψ单值

要求“Ψ单值“同样是更为苛刻的说法，如

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=Ψ
i

tx 1
1

),( 11 1),( 2
11 =Ψ tx

Ψ多值 单值
2Ψ



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

＝几率密度
2Ψ 波函数Ψ需满足一定条件

② 单值

[图例]

Ψ多值



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

＝几率密度
2Ψ 波函数Ψ需满足一定条件

③ 连续

几率应连续变化

（通常还同时要求Ψ的一阶偏导数连续）

Ψ连续

例外：如果势能不是处处有限，则不要求“一阶偏导数连续”

Ψ

一维势箱
基态波函数
(有尖点)

x∂
Ψ∂

一阶偏导
(不连续)



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

＝几率密度
2Ψ 波函数Ψ需满足一定条件

③ 连续

[图例]

Ψ不连续
Ψ有尖点，意味着

一阶偏导不连续



4. 合格合格((品优品优))波函数的要求波函数的要求

合格合格((品优品优))波函数：波函数：

Ψ平方可积(Ψ有限)

单值(Ψ单值)
2Ψ

Ψ连续且Ψ的一阶偏导连续

有例外

更苛刻的说法，但通常是正确的



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-4 算符



数学复习 常系数二阶线性齐次微分方程常系数二阶线性齐次微分方程

)()()()()()(
2

2

xGxfxQ
x
xfxP

x
xf

=+
∂

∂
+

∂
∂

二阶线性微分方程：

0)()()()()(
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂ xfxQ

x
xfxP

x
xf

二阶齐次齐次线性微分方程：

0)()()(
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂ xQf

x
xfP

x
xf

常系数常系数二阶齐次齐次线性微分方程：



数学复习 常系数二阶线性齐次微分方程常系数二阶线性齐次微分方程

0)()()(
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂ xQf

x
xfP

x
xf

假设：
sxexf =)( 02 =⋅+⋅+ sxsxsx eQsePes

02 =+⋅+ QsPs （辅助方程）

sxe两边同除以

21 , sss =
xsxs eexf 21 ,)( =

f(x)的特解特解

xsxs ececxf 21

21)( +=
f(x)的通解通解

（c1,c2:任意常数）



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

(1) 算符的定义：

【例】(a) 定义符号 ，代表对函数进行求导
dx
dD =ˆ

)(')()(ˆ xfxf
dx
dxfD ==

称为 微分微分算符算符D̂

(b) 定义符号 ，代表对函数乘以1×= 11̂

)()(1̂ xfxf =

称为 单位单位算符算符1̂

(c) 定义符号 ，代表对函数乘以0×= 00̂

称为 零零算符算符0̂



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

将一个给定的函数，变成另外一个对应的函数。

算符算符：一种运算规则。

算符上通常加上抑扬符：“∧”

)2(ˆ xexD +【例】 )'2( xex +=
xe+= 2

,∫ dx …都可以作为算符,Σexp, ,2

2

dx
d

(单纯做乘法的算符， “∧”可省略)
⋅= xx̂ x

1̂ 1
55̂



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

(2) 算符的等价性：

设：Â 和 B̂ 是两个算符

f 是任意函数

fBfA ˆˆ =

则
BA ˆˆ =

如果



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

(3) 算符的加和：

fBfAfBA ˆˆ)ˆˆ( +≡+

算符 函数

)23)(3̂ˆ( 2 xexD ++

【例】

)23(3̂)23(ˆ 22 xx exexD +++=
)23(3)'23( 22 xx exex +⋅++=

)69()26( 2 xx exex +++=
xexx 896 2 ++=

CBA ˆˆˆ =+推论：若 , 则 BCA ˆˆˆ −=



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

(4) 算符的乘积：

)ˆ(ˆ)ˆˆ( fBAfBA ≡

【例】

)](ˆ[3̂)()ˆ3̂( xfDxfD =

)('3̂ xf=

先用右边的 作用于 f(x)D̂

再用左边的 作用于变换得到的 f’(x)3̂

)('3 xf=



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

(5) 算符满足乘法结合律：

)ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ( CBACBA ≡

(6) 算符的平方：

AAA ˆˆˆ 2 ≡

)(ˆ 2 xfD

【例】

)(]ˆˆ[ xfDD=

?ˆ 2 =D

)('ˆ xfD=
)('' xf=

)(2 xf
xd

d
=

xd
dD 2

2ˆ =



1. 算符的定义和运算算符的定义和运算

(7) 算符的对易性：

)(ˆ 2 xfD

【例】

)(]ˆˆ[ xfDD=

?ˆ 2 =D

)('ˆ xfD=
)('' xf=

)(2 xf
xd

d
=

xd
dD 2

2ˆ =



1. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的含含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

(2) 势能函数V(x,t) ：

),(),( txF
x

txV
−=

∂
∂

CxtxFtxV +−= ∫ d),(),(

CC：任意：任意常数常数 (不定积分会引入可任意取值的积分常数)

势能的零点可任意选取势能的零点可任意选取

若作用力与时间无关，若作用力与时间无关，FF==FF((xx))，则势能与时间无关，，则势能与时间无关，VV＝＝VV((xx))



1. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的含含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

(3) 保守力场和保守体系：

保守力场：保守力场：作用力与时间无关的力场

如：重力场、静电场

保守体系的势能 V 与时间 t 无关，仅仅是坐标的函数

保守体系：保守体系：处在保守力场中的体系

原子、分子体系：均属于保守体系，即势能函数与时间无关



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

可消除薛定谔方程中的时间变量，得到不含不含
时间的薛定谔方程

对于保守体系保守体系



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

(1) (1) 推导：推导：

一维一粒子体系：

前提条件：保守体系保守体系 ((处于保守力场中处于保守力场中))

势能与势能与 t t 无关无关

),()(),(
2

),(
2

22

txxV
x

tx
m

h
t

tx
i
h

Ψ+
∂
Ψ∂

−=
∂

Ψ∂
−

含时间的薛定谔方程为



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

只与坐标有关只与时间有关

)()(),( xtftx ψ⋅=Ψ

假设： Ψ可分解为乘积的形式 (分离变量法)

数学上可以证明，如果能找到这种形式的解，薛定愕方
程将没有其它形式的解。



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

)()(),( xtftx ψ⋅=Ψ

)()(),( x
dt

tdf
t

tx
ψ=

∂
Ψ∂

Ψ 对 t 求一阶偏导

Ψ 对 x 求二阶偏导

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
Ψ∂

=
∂

Ψ∂

)()(),(

)()(),(

2

2

2

2

tf
dx

xd
x

tx

tf
dx

xd
x

tx

ψ

ψ



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

将 和 代入含时间的薛定谔方程t
tx

∂
Ψ∂ ),(

2

2 ),(
x

tx
∂
Ψ∂

),()(),(
2

),(
2

22

txxV
x

tx
m

h
t

tx
i
h

Ψ+
∂
Ψ∂

−=
∂

Ψ∂
−

)()()()()(
2

)()(
2

22

xtfxVtf
x

x
m

hx
dt

tdf
i
h

ψ
ψ

ψ +
∂

∂
−=−



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

右端只与 x 有关左端只与 t 有关

)()(
)(

1
2

)(
)(

1
2

22

xV
x

x
xm

h
dt

tdf
tfi

h
+

∂
∂

−=−
ψ

ψ

方程两边同除以 )()( xtf ψ⋅

两端两端必定等于同一个常数E



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

左端左端： E
dt

tdf
tfi

h
=−

)(
)(

1

dt
h
iEtdf

tf
−=)(

)(
1变换形式

不定积分
C

h
iEttf +−=)(ln (C:(C:积分常数)

h
iEt

h
iEt

C Aeeetf
−−

==)(

h
iEt

etf
−

=)(
略去常数A



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

h
iEt

etf
−

=)(

)()()(),( xextftx h
iEt

ψψ
−

==Ψ保守体系的波函数

波函数 Ψ 最终应进行归一化，即乘以归一化系数 N，所以
f(t) 中的常数 A 暂时可略去)



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

ExV
x

x
xm

h
=+

∂
∂

− )()(
)(

1
2 2

22 ψ
ψ

右端右端：

变换形式

)()()()(
2 2

22

xExxV
x

x
m

h
ψψ

ψ
=+

∂
∂

−不含时间的薛定谔方程

常数E的量纲和势能V相同，暂时假定E为体系的总能量(动能+势

能)

0)()]([2)(
22

2

=−+
∂

∂ xxVE
h
m

x
x

ψ
ψ

或



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

(2) (2) 要点：要点：

前提条件：保守体系 [ V=V(x) ]

)()()(),( xextftx h
iEt

ψψ
−

==Ψ

运用分离变量法，可得到如下形式的波函数

其中ψ(x)满足不含时间的薛定谔方程：

)()()()(
2 2

22

xExxV
x

x
m

h
ψψ

ψ
=+

∂
∂

−



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

(3) (3) 讨论讨论

推导过程指出：E是常数，与坐标和时间无关

)()()()(
2 2

22

xExxV
x

x
m

h
ψψ

ψ
=+

∂
∂

−

I. I. 保守体系的能量保守体系的能量EE

保守体系的能量E不随时间变化



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

II. II. 保守体系的几率密度保守体系的几率密度
2),( txΨ

)(),( xetx h
iEt

ψ
−

=Ψ (复函数)

)()(* xx ψψ ⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=Ψ

−−
)()(),(

*
2 xexetx h

iEt
h

iEt

ψψ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

−
)()(* xexe h

iEt
h

iEt

ψψ

),(),(*),( 2 txtxtx Ψ⋅Ψ=Ψ

2)(xψ=



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

ψ与时间无关

22 )(),( xtx ψ=Ψ

保守体系的几率密度不随时间变化

归一化条件 1),( 2 =Ψ∫
+∞

∞−
dxtx

可改写为 1)( 2 =∫
+∞

∞−
dxxψ



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

III. III. 定态定态

定态：几率密度和能量都不随时间变化的状态

只有保守体系才能处于定态

ψ(x)：称为定态波函数定态波函数，可根据不含时间的薛定谔方程求解。

)(),( xetx h
iEt

ψ
−

=Ψ总的波函数：

(*以后的讨论中，若不特别声明，“波函数”一般指“定态波函数”)



2. 一维一粒子体系的一维一粒子体系的不含不含时间的薛定谔方程时间的薛定谔方程

IV. IV. 三维多粒子体系的一般情形三维多粒子体系的一般情形

)(),( qetq h
iEt

ψ
−

=Ψ总的波函数：总的波函数： (q: 所有粒子的空间坐标)

ψ(q): 定态波函数定态波函数

22 )(),( qtq ψ=Ψ几率密度几率密度：：

1)(),( 22
==Ψ ∫∫ τψτ dqdtq归一化条件：归一化条件：

(*遍及所有粒子的所有空间坐标变化区域的定积分)



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

一维势箱：

线段内：势能为常数
(由于势能零点可任意选择，定义势能V=0)

线段外：势能=无穷大，粒子不能出现在线段之外

【例】直线性共轭分子：

电子只能在分子内运动，可以抽象地看作是一维势箱。



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(1) (1) 确定势能函数的形式确定势能函数的形式

)0(0)( lxxV <<=区域II⎩
⎨
⎧ )0()( lxxxV ≥≤∞= 或区域I,III



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(2) (2) 写出薛定谔方程的具体形式写出薛定谔方程的具体形式

⎩
⎨
⎧

区域II

区域I,III )()()(
2 2

22

xEx
dx

xd
m

h
ψψ

ψ
=⋅∞+−

)()(0)(
2 2

22

xEx
dx

xd
m

h
ψψ

ψ
=⋅+−



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(3) (3) 求薛定谔方程的通解求薛定谔方程的通解

对于区域对于区域I,IIII,III：变换方程的形式，得到

0
)(2 2

22

=
∞−

−==
dx
d

Em
h ψ

ψψ IIII



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

对于区域对于区域IIII：薛定谔方程是二阶常系数微分方程，通解为

x
h

mEix
h
mEi

ecec
2

2

2

1

−

+=IIψ

利用欧拉公式(                                      )θθθ sincos ie i +=

)2sin()()2cos()( 2121 x
h
mEccx

h
mEcc −++=IIψ

)2sin()2cos( x
h
mEBx

h
mEA +=

(能量E未知、系数 A和B 待定)



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(4) (4) 根据边界条件，可得到量子化的能量根据边界条件，可得到量子化的能量EE

品优波函数必须是平方可积(有限)、单值、连续的。

边界条件边界条件(附加条件): √ √ ?

应该有 ψ I = ψ II 应该有 ψ II = ψ III

(此时，ψ II 中的系数尚未确定，不能保证是整个波函数是连续的)



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

XX=0 =0 处处：波函数应该连续：：

III ψψ
00

limlim
→→

=
xx

)0sin()0cos(0 BA +=

A=0 

)2sin(II x
h
mEB=ψ



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

XX==l  l  处处：波函数应该连续

IIIII ψψ
lxlx →→

= limlim

0)2sin( =l
h
mEB

（B≠0，否则ψ II = 0，波函数处处为0，几率密度也处处为0）

0)2sin( =l
h
mE

（n≠0，否则能量E=0， ，波函数处处为0）0)02sin( =
⋅

= l
h
mBIIψ

πnl
h
mE

±=
2 n=1,2,3…



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

边界条件边界条件要求波函数连续

πnl
h
mE

±=
2 n=1,2,3…

....3,2,1
8 2

2
2 == n

ml
hnE量子化的能量

)sin(
l
xnB π

ψ =II

将E代入ψ II

(系数 B 待定)



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(5) (5) 根据归一化条件，确定待定系数根据归一化条件，确定待定系数BB

归一化条件归一化条件: ∫
+∞

∞−
= 1d)( 2 xxψ

1ddd 2
III0

2
II

0 2
I =++ ∫∫∫

+∞

∞− l

l
xxx ψψψ

10d)(sin0
0

22
=++ ∫

l
x

l
xnB π

l
B 2

=

带入ψ I, ψ II, ψ III

2/)2cos21(sin 2 tt −=利用

αie
l

B 2
=

l
B 2

=
选择辐角α=0



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(1(1--5) 5) 步骤小结步骤小结

确定势能函数V(x)

写出(不含时间的)薛定谔方程

解薛定谔方程，得到波函数的通解

(通解中含有待定的系数以及能量E)

根据边界条件(波函数必须是品优的)，得到量子化的能量E

根据归一化条件，确定波函数通解中的待定系数



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<=
其它区域0

0)sin(2 lx
l
xn

ln

π
ψ波函数：

2

2
2

8ml
hnEn =能量：

n=1,2,3…：称为量子数量子数，n的每个值对应着
一个状态(波函数)和能量。



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(6) (6) 波函数的正交归一性波函数的正交归一性

相同相同

波函数是波函数是归一化归一化的的：：

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
= xx

iii nnn dd
2* ψψψ

1d* =∫
+∞

∞−
x

ii nn ψψ



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

不同不同

波函数是波函数是正交正交的：的：

∫∫ =
+∞

∞−

l ji
nn x

l
xn

l
xn

l
x

ji 0

* d)sin()sin(2d
ππ

ψψ

)]cos()[cos(
2
1sinsin 212121 tttttt −−+−=

利用

0d* =∫
+∞

∞−
x

ji nn ψψ



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

波函数的正交归一性正交归一性可表示为

ijnn x
ji

δψψ =∫
+∞

∞−
d*

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji
ji

ij 对于

对于

0
1

δ克罗内克克罗内克deltadelta符号符号：



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

推广到一般情形，正交归一性可表示为：

ijji δτψψ =∫ d*



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

(7) (7) 讨论讨论

I. 边界条件导致能量 E 是量子化的

每个能量E称为一个能级能级

全体E构成分立的能量谱

每个能量对应着一个定态

n=1：基态 (相应的能量称为零点能)
n=2：第一激发态
n=3：第二激发态。



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

II. 相邻能级的间隔为

2

2

1 8
)12(

ml
hnEEE nn +=−=∆ +

表明：m和l 越大，能级间隔越小，

对于宏观物体，能级间隔可以看作 0，即能量是连续的



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

IV. 波函数ψ 和几率密度|ψ|2的图形

波函数的图形

n=1，无节点

n=2，1个节点

n=3，2个节点

势箱内(0<x<l)波函数值为0的点

节点节点::

……

节点数 = n-1



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

几率密度的图形

粒子在节点处出现的几率为0

粒子可以从某处到另一处，而
无需经过中间的某点(节点)



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

V. 经典力学：

固定能量的粒子在箱内恒速运动

出现在任意一点的几率相同

量子力学：
n=1，在中点找到粒子的几率最大

n增加，节点数(n-1)增加，几率极大和极小的位置相互靠近

n趋于无穷大，几率的变化几乎看不出来，趋于平均



3. 实例：一维势箱中的一粒子实例：一维势箱中的一粒子

玻尔的对应原理玻尔的对应原理：

在大量子数的极限情况下，量子力学过渡到经典力学。



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-5 算符和量子力学



1. 物理量和量子力学算符的对应关系物理量和量子力学算符的对应关系

量子力学的基本假设量子力学的基本假设：

经典力学中的每个物理可观测量物理可观测量，都有一个线性厄米线性厄米
算符算符与之对应。

对应关系如下：

用笛卡儿坐标 q (x,y,z)和相应的线动量分
量ppqq((ppxx, , ppyy, , ppzz))作为自变量，写出物理量的
经典力学表达式。

①

q q̂ ⋅= q qp

对物理量的经典力学表达式做如下代换：②

qp̂
qi

h
∂
∂

=
_



1. 物理量和量子力学算符的对应关系物理量和量子力学算符的对应关系

【例】 x x̂ ⋅= x

yp̂
yi

h
∂
∂

=

2ˆ zp

yp
2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
zi

h
z

h 2

2
2

∂
∂

−=
2
zp

【例】 动能T

)(
2
1 222

zyx vvvmT ++=

m
ppp

T zyx

2

ˆˆˆˆ
222 ++

=

经典力学表达式

量子力学算符

m
ppp zyx

2

222 ++
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
zyxm

h
2

2

2

2

2

22

2



2. 量子力学算符的本征值量子力学算符的本征值

物理量A的观测结果只能是如下本征值之一：a1,  a2, a3 ….

要求是品优函数品优函数

物理量A 线性厄米算符 Â iii fafA =ˆ本征方程

(但不能肯定说得到哪个本征值)

类比：骰子面上的数字：1, 2, 3, 4, 5, 6

本征值：a1,  a2, a3 ….

量子力学的基本假设量子力学的基本假设：

设 算符 对应着物理可观测量 AÂ

则，算符 的本征值是测量物理量A时仅可能得到的值Â



2. 量子力学算符的本征值量子力学算符的本征值

正的本征值：正的本征值：阴影表示本征值可为任意正值(连续)

负的本征值：负的本征值：每条横线代表一个本征值

对于每次观测，氢原子能量只能是这些本征值之一

正能量可以任意取值

能量只能是这些本征值中的某一个

由于本征值是分立的，因而负能量是量子化的

【图】氢原子能量E所对应的算符的本征值



2. 量子力学算符的本征值量子力学算符的本征值

作为理论的基本假设，彼此间不应给出相互矛盾的结果

(基本假设：量子力学算符都是厄米算符)

实数

实数

(厄米算符的性质：本征值是实数)

量子力学算符的本征值：

物理量的观测结果：

(基本假设)

两者一致



3. 量子力学算符的本征函数量子力学算符的本征函数
要求是品优函数品优函数

iii fafA =ˆ物理量A 线性厄米算符 Â 本征方程

所有本征函数，即 {f1, f2, f3, …}，构成一个完备的函数集

量子力学的基本假设量子力学的基本假设：

则，算符 的全部本征函数构成一个完备集Â
Â设 算符 对应着物理可观测量 A



3. 量子力学算符的本征函数量子力学算符的本征函数

概念：概念：““本征函数完备集本征函数完备集””：：

如果，{ fi } 是某个量子力学算符的本征函数集

那么，任何一个函数 F 都可以表示为

必须是：品优函数，边界条件和 fi相同

(本征函数的线性组合)

...332211 +++= fcfcfcF ∑=
i

ii fc



3. 量子力学算符的本征函数量子力学算符的本征函数

量子力学算符是线性厄米算符 (基本假设)

在本征函数完备集{ fi }中，本征函数相互正交

对于两个(线性独立的)本征函数：

必然是相互正交的

根据施密特正交化步骤
对简并的本征函数重新线性组合

不一定是相互正交的若本征值相同(简并)
(厄米算符的性质)

重新组合后，两个简并波函数彼此正交

若本征值不相同



4. 物理可观测量的平均值物理可观测量的平均值

平均值平均值：

【例】 骰子点数的平均值

5.36
6
15

6
14

6
13

6
12

6
11

6
1

=×+×+×+×+×+×

每次投掷时可能得到的点数

每种结果相应的几率

平均值平均值(又称期望值期望值)不一定是实际能观测到的可能值之一



4. 物理可观测量的平均值物理可观测量的平均值

在同一时刻t，对所有体系同时测量物理性质A

Â

一般而言，每个体系的测量结果不同

假想：有大量恒等体系

[每个体系的状态相同，即波函数Ψ(x,t)相同］

[这是因为 只是代表几率密度]
2

Ψ

[每个结果都是 的某个本征值]

同时测量得到了大量不同结果，它们的平均值是多少？同时测量得到了大量不同结果，它们的平均值是多少？？？



4. 物理可观测量的平均值物理可观测量的平均值

量子力学的基本假设量子力学的基本假设：

如果 Ψ(x,t) 是体系在时刻 t 时的归一化归一化的状态波函数

则，在时刻t，物理量 A 的平均值是

τdAA ΨΨ= ∫ ˆ*

∫ τd ：定积分，积分区域遍及所有空间坐标的全部区域



4. 物理可观测量的平均值物理可观测量的平均值

【例】 粒子坐标 x 的平均值

∫
∞

∞−
ΨΨ= dxxx *

x ⋅= xx̂写出算符

x 的平均值 (一维运动)

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
ΨΨ= dxdydzxx * (三维运动)

【例】 动量 px 的平均值

写出算符

px 的平均值 (三维运动)

xp
xi

hpx ∂
∂

=ˆ
_

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− ∂
Ψ∂

Ψ= dxdydz
xi

hpx
*

_



4. 物理可观测量的平均值物理可观测量的平均值

一般而言， AAA ˆˆˆ *** ΨΨ≠ΨΨ≠ΨΨ (视具体情况）

( ) ( ) ixixixix xeexxee
**

= √

( ) ( ) ixixixix xee
dx
de

dx
de ⋅≠⋅

**
××

求物理量平均值时，不应随便改变算符的位置



4. 物理可观测量的平均值物理可观测量的平均值

求物理量平均值时，波函数应该是归一化的

若波函数Ψ不是归一化的

Ψ应替换为ＮΨ (Ｎ为归一化因子)

τdNANA )(ˆ)( * ΨΨ= ∫ τdAN ΨΨ= ∫ ˆ*2

τd
N

ΨΨ
=

∫ *
2 1

τ

τ

d

dA
A

ΨΨ

ΨΨ
=

∫
∫

*

* ˆ



【1-4的主要内容】

iii fafA =ˆ算符 Â 本征方程

所有本征值 { ai }：物理量A的允许值

所有本征函数 { fi }：构成一个完备集

物理量A

{ fi }：是正交的(非简并) ，或可以选择是正交的(简并)

如不特殊声明，默认 { fi } 已经都是正交归一正交归一的

是归一化的，若没有，乘以归一化系数即可

τdAA ΨΨ= ∫ ˆ*
物理量A的平均值 (波函数Ψ是归一化的)

τ

τ

d

dA
A

ΨΨ

ΨΨ
=

∫
∫

*

* ˆ
(波函数Ψ不是归一化的)



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

求和 的平方∑
=

n

i
ix

1

∑∑
==

=
n

j
j

n

i
i xx

11
(i, j 是“哑变量”，可采用任意符号)

∑∑∑
===

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

j
j

n

i
i

n

i
i xxx

11

2

1
∑∑

= =

=
n

i

n

j
ji xx

1 1
(共n2 个项的加和)

∑∑
==

≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i
i

n

i
i xx

1

2
2

1



对于一个体系的物理性质A，有

5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

iii fafA =ˆ

对于该体系的任何一个状态Ψ(x,t)

Ψ是品优函数

Ψ和{ fi }满足相同的边界条件 (同一研究对象)

{ fi } 构成完备集

∑=Ψ
i

ii fc (Ψ可表示为：本征函数 fi 的线性组合)

？？ 展开系数 ci 具有什么物理意义？



1* =ΨΨ∫ τd应满足归一化条件

5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

∑=Ψ
i

ii fc

τdfcfc
j

jj
i

ii∫ ∑∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ** τdffcc
i j

jiji∫ ∑∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= **

( )∑∑ ∫=
i j

jiji dffcc τ**

( )∑∑=
i j

ijji cc δ*

( )∑∑ ∫=
i j

jiji dffcc τ**

∑=
i

ii cc*

∑=
i

ic
2

1=

(积分和求和符号的位置可以互换)

(ci是常数)

(本征函数 fi是正交归一的)



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

∑ =
i

ic 1
2

几率的加和 = 1

？？ 和几率有关系吗？
2

ic



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

A的平均值 τdAA ΨΨ= ∫ ˆ*

τdfcAfcA
j

jj
i

ii∫ ∑∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆ**

τdfAcfc
j

jj
i

ii∫ ∑∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ˆ** (线性算符的性质)

τdfacfc
j

jjj
i

ii∫ ∑∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= **

( )∑∑=
i j

ijjji acc δ*

( )∑∑ ∫=
i j

jijji dffacc τ**

(本征函数的正交归一性)

∑=
i

jj ac
2



∑=
i

jj acA
2

5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

物理量A的平均值

Aacacacac =++++ ....4

2

43

2

32

2

21

2

1

(本征值 ai 是单次测量A时的各种可能值)

骰子点数的平均值

5.36
6
15

6
14

6
13

6
12

6
11

6
1

=×+×+×+×+×+×

!! 是测量时得到 ai 的几率
2

ic



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

？？

如果 波函数Ψ正好是 的一个本征函数Â

测量A会得到什么结果？

kf=Ψ

kf=Ψ

,1=kc∑=Ψ
i

ii fc 0=ic )( ki ≠在 中,

测量时，得到 ak的几率是 1
2

=kc

!! A的测量结果肯定肯定是 fk的本征值 ak

(此时物理量A能够被准确准确测量测量)



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

单个物理量的准确测量单个物理量的准确测量

如果状态波函数Ψ正好是 Â 的一个本征函数

Ψ=Ψ aÂ
在该状态下,物理量A能被准确测量

测量结果就是该本征函数对应的本征值 a



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

算符 Â 的本征函数 (所描述的状态)物理量A的本征态本征态：：

本征态本征态 = 本征函数

本征态本征态 总是和某个物理量联系在一起
如：能量的本征态、角动量分量的本征态

需要指明是哪个物理量的本征态

在在 本征态本征态 下，相应的物理量=该本征态的本征值 (能准确测量)



5. 量子力学的态叠加原理量子力学的态叠加原理

态叠加原理态叠加原理

体系的任何一个一般状态Ψ
{ fi }都可以按照某个物理量的本征态 展开

∑=Ψ
i

ii fc

本征态 fi对应的本征值

1
2

=∑
i

ic

：测量物理量A时，得到 ai的几率
2

ic



6. 多个物理量的同时准确测量多个物理量的同时准确测量

Ψ=Ψ aÂ

,

Ψ=Ψ bB̂
(Ψ同时是物理量A和B的本征态)

物理量A和B同时有确定值，分别为a和b

共同本征态：共同本征态：

两个或多个量子力学算符共同的本征函数

共同本征态共同本征态 = 多个算符共同的本征函数

在在 共同本征态本征态 下，相应的物理量都能准确测量)



6. 多个物理量的同时准确测量多个物理量的同时准确测量

？？ 什么情况下，几个算符会有共同的本征函数？

[ ]∫ ΨΨ≥∆∆ τdBABA ,
2
1 *

测不准关系的准确表达式：测不准关系的准确表达式：

根据量子力学可以证明

0≥∆∆ BA

[ ] 0, =BA如果

(A,B 能同时准确测量)有可能 0=∆=∆ BA



6. 多个物理量的同时准确测量多个物理量的同时准确测量

定理定理：：若一组算符彼此两两对易

则这些算符可以找到共同本征函数完备集。

【例】 0]ˆ,ˆ[ =BA 0]ˆ,ˆ[ =CB 0]ˆ,ˆ[ =AC如果

可以找到共同的本征函数完备集则 ,Â ,B̂ Ĉ

如果有的本征值是简并的

但总会有一种组合方式使这些算符的本征函数集相同

简并的本征函数可以任意线性组合(本征值保持不变)
有无数种方式表示一个算符的本征函数完备集



6. 多个物理量的同时准确测量多个物理量的同时准确测量

逆定理逆定理：：

则这些算符彼此两两对易

若一组算符可以找到共同本征函数完备集。



6. 多个物理量的同时准确测量多个物理量的同时准确测量

关于对易子的一些恒等式关于对易子的一些恒等式

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ ABBA −= 0]ˆ,ˆ[ =nAA

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ BkABAkBAk ==

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ CABACBA +=+

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆˆ[ CBCACBA +=+

BCACBACBA ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆˆ[ +=

CBACABCBA ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆˆ,ˆ[ +=



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-6 薛定谔方程的算符表示



iii fafA =ˆ算符 Â 本征方程

本征值 { ai }：物理量A的允许值

本征函数 { fi }：本征态，构成一个完备集

物理量A

体系处于本征态：

体系处于非本征态：

物理量A没有确定值，但可以求出平均值

物理量A有确定值，即相应的本征值

波函数可表示为本征态的叠加(线性组合)

量子力学问题：求量子力学算符的本征值和本征态。量子力学问题：求量子力学算符的本征值和本征态。



1. 一维一粒子的一维一粒子的((保守保守))体系体系

能量的经典力学表达式能量的经典力学表达式：

m
p

T x

2

2

=动能

)(xVV =势能
总能量 VTE +=

(哈密顿量)

能量算符能量算符((哈密顿算符哈密顿算符))：

动能算符

⋅= )(ˆ xVV势能算符
能量算符 VTH ˆˆˆ +=

(哈密顿算符)

m
p

T x

2
ˆˆ

2

=
_

2

22

2 dx
d

m
h

−=



1. 一维一粒子的一维一粒子的((保守保守))体系体系

能量算符能量算符((哈密顿算符哈密顿算符))_
)(

2
ˆ

2

22

xV
dx
d

m
hH +−=

本征值：体系能量的允许值本征值：体系能量的允许值

能量的本征态能量的本征态

能量算符能量算符((哈密顿算符哈密顿算符))的本征方程的本征方程：

)()(ˆ xExH ψψ =

_
)()()(

2 2

22

xExVx
dx
d

m
h

ψψ =+−

不含时间的薛定谔方程不含时间的薛定谔方程：

比较 能量本征方程能量本征方程 和 (不含时间的)薛定谔方程薛定谔方程，是否等价？，是否等价？？



1. 一维一粒子的一维一粒子的((保守保守))体系体系

(不含时间的)薛定谔方程 能量本征方程

E 能量本征值

定态波函数 ψ(x) 能量的本征态



1. 一维一粒子的一维一粒子的((保守保守))体系体系

定态的完全波函数： )()()(),( xextftx h
iEt

ψψ
−

==Ψ
_

[ ])()(ˆ),(ˆ xtfHtxH ψ=Ψ

)(ˆ)( xHtf ψ= [     中不含时间，f(t)可视为常数 ]Ĥ

)()( xEtf ψ= [ ψ(x)是 的本征函数 ]Ĥ

[ ])()( xtfE ψ=

),( txEΨ=

定态的完全波函数必然是能量本征态



1. 一维一粒子的一维一粒子的((保守保守))体系体系

定态的物理量平均值定态的物理量平均值：

∫ ΨΨ= τdAA ˆ*

τψψ deAe h
iEt

h
iEt

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−−

∫ ˆ
*

τψψ dAe∫= ˆ*0

τψψ dA∫= ˆ*

定态的物理量平均值可直接用定态波函数计算



1. 一维一粒子的一维一粒子的((保守保守))体系体系

含时间的薛定谔方程含时间的薛定谔方程：

),(ˆ),( txHtx
ti

h
Ψ=Ψ

∂
∂

−
_

_
),(

2
ˆ

2

22

txV
dx
d

m
hH +−= 不要求是保守体系

含时间的薛定谔方程含时间的薛定谔方程也是量子力学的基本假设基本假设



2. 三维一粒子的三维一粒子的((保守保守))体系体系

能量的经典力学表达式能量的经典力学表达式：

),,(
2

222

zyxV
m

ppp
VTE zyx +

++
=+=

动能算符

哈密顿算符哈密顿算符：

VTH ˆˆˆ +=

),,(
2

2
2

zyxV
m

h
+∇−=

_

),,(
2 2

2

2

2

2

22

zyxV
zyxm

h
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
_

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ : 拉普拉斯算符拉普拉斯算符 (“del 平方”)



2. 三维一粒子的三维一粒子的((保守保守))体系体系

薛定谔方程薛定谔方程：

)()(ˆ xExH ψψ = （算符表达式）

)()(),,(
2

2
2

xExzyxV
m

h
ψψ =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∇−

_



3. 三维三维nn粒子的粒子的((保守保守))体系体系

能量的经典力学表达式能量的经典力学表达式：

),...,,( 21
1

n

n

i
i qqqVTVTE +=+= ∑

=

哈密顿算符哈密顿算符：

VTH ˆˆˆ += ),...,,(
2 21

1

2
2

n

n

i
i

i

qqqV
m
h

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇−= ∑

=

_

2

2

2

2

2

2
2

iii
i zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇



3. 三维三维nn粒子的粒子的((保守保守))体系体系

薛定谔方程薛定谔方程：

_
),...,,(),...,,(),...,,(

2 212121
1

2
2

nnn

n

i
i

i

qqqEqqqqqqV
m
h

ψψ =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇−∑

=



4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

(1) (1) 势能函数势能函数

( )czbyax <<<<<< 0000),,( =zyxV

∞=),,( zyxV (其它区域)



4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

(2) (2) 薛定谔方程薛定谔方程

势箱外：

波函数 = 0

势箱内：

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−= 222

2

2 zyxm
h
_

0
2

ˆ 2
2

+∇−=
m

hH
_

ψψ E
zyxm

h
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∂
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∂

− )(
2 222
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4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

(3) (3) 解薛定谔方程解薛定谔方程

左端只与 x 有关 右端只与 y,z 有关

)()()(),,( zhygxfzyx =ψ令 (分离变量法)

代入薛定谔方程

两边同除以 fgh，移项

Efghfghhfgghf
m

h
=++− )''''''(

2

2_

E
h

h
g

g
m

h
f

f
m

h
++=− )''''(

2
''

2

22_ _

两端必等于同一个常数，设: 该常数=Ex



4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

xE
f

f
m

h
=−

''
2

2_

)()(
2 2

22

xfExf
dx
d

m
h

x=−
_

用类似方法，得到关于g(y)和h(z)的方程

)()(
2 2

22

ygEyg
dy
d

m
h

y=−
_

_
)()(

2 2

22

zhEzh
dz
d

m
h

z=−

上面三个方程相加，和薛定谔方程比较，可以看出： EEEE zyx =++



上面三个方程的形式和一维势箱相同，可直接写出解

4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
l
xn

l
x π

ψ sin2)(
2

22

8ml
hn

E =

f(x), g(y)和h(z)都是归一化的

ψ(x) 是归一化的

...)3,2,1( =n一维势箱

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

a
xn

a
xf xπsin2)(

2

22

8ma
hn

E x
x =

三维势箱
...)3,2,1( =xn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

b
xn

b
yg yπsin2)(

2

22

8mb
hn

E y
y = ...)3,2,1( =yn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

c
zn

c
zh zπsin2)(

2

22

8mc
hn

E z
z = ...)3,2,1( =zn

f(x), g(y)和h(z)都是归一化的



4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

势箱内的波函数：

)()()(),,( zhygxfzyx =ψ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

c
xn

b
xn

a
xn

abc
zyx πππ

sinsinsin8

能量

zyx EEEE ++=

m
h

c
n

b
n

a
n zyx

8

2

2

2

2

2

2

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= ...)3,2,1,,( =zyx nnn



4. 实例：三维势箱中的一粒子实例：三维势箱中的一粒子

波函数是归一化的

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ =
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

c b a
dxdydzfghdxdydz

0 0 0

22ψ

∫ ∫ ∫⋅⋅=
a b c

dzhdygdxf
0 0 0

222
(f, g和h都已经归一化)

1111 =⋅⋅=

分离变量后，若每个因子是归一化的，则它们的乘积
也必然是归一化的



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-7 角动量



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

(1) 轨道角动量的经典力学表达式经典力学表达式

zkyjxir
vvvv

++=
位置(矢量)

线动量(矢量) 
vmp
rv

=

zyx pkpjpip
vvvr

++=

)( zyx vkvjvim
vvv

++=
【图】绕原点作轨道运动的粒子

(经典力学图像经典力学图像) 或



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

轨道角动量轨道角动量 的定义的定义M
v

prM
rvv

×=

)()()( xyzxyz ypxpkxpzpjzpypiM −+−+−=
vvvr

zyx MkMjMiM
vvvr

++=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

xyz

zxy

yzx

ypxpM
xpzpM
zpypM

等价的表示



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

轨道角动量大小的平方轨道角动量大小的平方 2M

MMM
vv

⋅=2

222
zyx MMM ++=

)()( zyxzyx MkMjMiMkMjMi
vvvvvv

++⋅++=

这是一个标量



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

(2) 与轨道角动量有关的量子力学算符量子力学算符

(利用物理量 算符的对应关系)

角动量角动量分量分量的算符的算符

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

=

)(ˆ

)(ˆ

)(ˆ

x
y

y
x

i
hM

z
x

x
z

i
hM

y
z

z
y

i
hM

z

y

x

_

_

_

2222 ˆˆˆˆ
zyx MMMM ++=角动量角动量平方平方的算符的算符



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

(3) 角动量算符之间的对易性质

？ 各个角动量分量的算符彼此可对易吗？

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
z
fx

x
fz

i
hfM y

ˆ

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
+

∂
∂

−=
zy
fzx

xy
fz

z
fyx

xz
fyz

x
fyhfMM yx

22
2

2

22
2ˆˆ

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂∂
∂

−=
yz
fxz

y
fx

z
fxy

yx
fz

zx
fzyhfMM xy

2

2

22
2

2
2ˆˆ

同样的方法，可得到

相减，得到

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=−
y
fx

x
fyhfMMMM xyyx

2ˆˆˆˆ

_

_

_

_ _ fMih z
ˆ= 0≠



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

A. 角动量分量分量算符之间的对易性质

zyx MihMM ˆ]ˆ,ˆ[ =

zyx MihMM ˆ]ˆ,ˆ[ =

zyx MihMM ˆ]ˆ,ˆ[ =

_

_

_

B. 总角动量平方总角动量平方和角动量分量分量算符之间的对易性质

0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 222 === zyx MMMMMM

思考题思考题：证明 B 所示的对易关系

提示：依次利用 、对易子恒等式、以及对易关系A2222 ˆˆˆˆ
zyx MMMM ++=



1. 轨道角动量的算符轨道角动量的算符

讨论：

A. 彼此不对易zyx MMM ˆˆˆ ，，

角动量的三个分量不能同时有确定值 (即,不能同时准确测量)

例外：角动量等于0，此时三个分量都是0

三个角动量分量算符没有共同本征函数完备集

B. 和 中的任意一个对易2M̂ ( )zyx MMM ˆˆˆ ，，

和 中任意一个可以同时有确定值 (只能一个)2M ( )zyx MMM ，，

可以对 和 中的任意一个求共同本征函数集
2M̂ ( )zyx MMM ˆˆˆ ，，

一般选择角动量的 z 分量 zM̂



2. 角动量算符在球极坐标系中的表达式角动量算符在球极坐标系中的表达式

可以求出 和 的共同本征函数完备集以及各自的本征值
2M̂ zM̂

0]ˆ,ˆ[ 2 =zMM

？ 为什么不在笛卡尔坐标系中讨论角动量问题、而选择球坐标系？

在笛卡尔坐标系中，无法对 x,y,z 进行变量分离

在球极坐标系中，可以利用变量分离解本征方程



2. 角动量算符在球极坐标系中的表达式角动量算符在球极坐标系中的表达式

(1) 球极坐标和笛卡儿坐标的变换关系

),,( zyx

( r, θ, φ )

rθ

φ

球极坐标

φθ cossinrx =
φθ sinsinry =

θcosrz =

zyxr ++= 22

222
cos

zyx

z

++
=θ

x
ytg =φ



2. 角动量算符在球极坐标系中的表达式角动量算符在球极坐标系中的表达式

(2) 球极坐标系中的体积元

dθ

r

rdθ

φ

θ

θsinr
φd

φθ dr ⋅sin

θdr ⋅

dr

φθθτ ddrdrd ⋅= sin2

τd

∞≤≤ r0
πθ ≤≤0
πφ 20 ≤≤



2. 角动量算符在球极坐标系中的表达式角动量算符在球极坐标系中的表达式 _

(3) 球极坐标系中的归一化条件

1sin),,(),,(
0 0

2

0

222
=⋅= ∫ ∫ ∫∫

∞ π π
φθθφθψτφθψ ddrdrrdr

如果 可以通过分离变量表示为 ，则),,( φθψ r )()()( ϕθ Φ⋅Θ⋅rR

∫ ∫ ∫
∞

⋅Φ⋅Θ⋅
0 0

2

0

22 sin)()()(
π π

ϕθθϕθ ddrdrrR

ϕϕθθθ dddrrrR
2

0

2

0

2
2

0
)(sin)()( ∫∫∫

∞∞∞
Φ⋅Θ⋅=

若每个因子都是归一化的，那么 必然是归一化的ψ



2. 角动量算符在球极坐标系中的表达式角动量算符在球极坐标系中的表达式

(4) 角动量算符的极坐标表达式

)cos(sinˆ
φ

φθ
θ

φ
∂
∂

+
∂
∂

= ctgihM x

)sin(cosˆ
φ

φθ
θ

φ
∂
∂

−
∂
∂

−= ctgihM y

φ∂
∂

−= ihM z
ˆ

_

_

_

)
sin

1(ˆ
2

2

22

2
22

φθθ
θ

θ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−= ctghM _



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

zM̂ 2M̂和 只对变量θ、φ 起作用

共同本征函数应该只是θ 和ϕ 的函数

),( φθY



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

(1) 本征方程

),(),(ˆ φθφθ bYYM z =

),(),(ˆ 2 φθφθ cYYM =

: 两个算符共同的本征函数),( φθY

b： 的本征值

c： 的本征值

zM̂
2M̂



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

(2) 分离变量法

)()(),( φθϕθ Φ⋅Θ=Y



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

(3) 解 的本征方程zM̂

),(),( φθφθ
φ

bYYih =
∂
∂

−

)()(),( φθϕθ Φ⋅Θ=Y

)]()([)]()([ φθφθ
φ

ΦΘ=ΦΘ
∂
∂

− bih

)()()()( φθ
φ
φ

θ Φ⋅Θ⋅=
Φ

Θ⋅− b
d

dih

φ
φ
φ d

h
ibd

=
Φ
Φ

)(
)(

算符中不含 φ

两边同除以 Θ(θ)，整理

_

_

_

_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

本征函数的通解：

本征值：未知

任意常数

h
ib

Ae
φ

φ =Φ )(
_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

利用边界条件得到本征值 b：

Φ(φ) 应该是单值的

φ 转动 2π 后回到同一点

Φ(φ) ＝ Φ(φ + 2π ) 

1
2

=h
ib

e
π

h
ib

h
ib

AeAe
φπφ

=
+ )2( __ _

欧拉公式
π

π 22
⋅=

⋅ m
h

b

....210 ±±= ，，m
磁量子数

mhb =
_

本征值_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂
φφ imAe=Φ )(利用归一化条件确定待定的常数 A：

( ) φ
π φφ dAeAe imim∫

2

0

* ∫=
π

φ
2

0

02 deA

π22
⋅= A

1=

π2
1

=A φ

π
φ im

m e
2
1)( =Φ本征函数

.....210 ±±= ，，m



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

)(φmΦ 是正交归一的

∫ =ΦΦ
π

δφ
2

0 ''
*

mmmm d



(4) 解 的本征方程

3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂
2M̂

)],([)],()
sin

1( 2

2

22

2
2 φθφθ

φθθ
θ

θ
YcYctgh =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−

)]()([)]()()[
sin

1( 2

2

22

2
2 φθφθ

φθθ
θ

θ
ΦΘ=ΦΘ

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

− cctgh

)()(),( φθϕθ Φ⋅Θ=Y

φ

π
φ ime

2
1)( =Φ

_

_

Θ−=Θ−
Θ

+
Θ

22

2

2

2

sin h
cm

d
dctg

d
d

θθ
θ

θ
_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

本征值：未知

本征函数的通解 (级数解)：

∑
∞

=

=Θ
0

cos)(sin)(
i

i
i

m a θθθ

ii a
ii

hcmimi
a ⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

−+++
=+ )2)(1(

/)1)(( 2

2

级数的系数 ai 满足一个两项的递推关系式

_

任意常数
0a 2a 4a

1a 3a 5a

偶次项的系数

奇次项的系数



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

利用边界条件得到本征值 c：

通解是无穷级数，而 Θ(θ) 应该保持有限

如何使无穷项加和变成有限项加和？？

例：
1. 令

a0=0 a2, a4, … =0 偶次项消失

a7=0 a9, a11, … =0 a5 以后的奇次项消失

a1=0 a3, a5, … =0 奇次项消失
2. 令

a10=0 a12, a14, … =0 a8 以后的偶次项消失



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

ii a
ii

hcmimi
a ⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

−+++
=+ )2)(1(

/)1)(( 2

2

_

让 i=k 时，ak前的表达式=0 ak, ak+2, ak+4 …=0

若
k为偶数 进一步让 a1=0

k为奇数 进一步让 a0=0

去掉奇次项

去掉偶次项

有限级数

0
)2)(1(

/)1)(( 2

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++

−+++

kk
hcmkmk
_

2)1)(( hmkmkc +++=
_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

角量子数

lmk =+

2)1( hllc +=

令 ，得到

_
本征值

k, |m|=0,1,2… 角量子数 l = 0, 1, 2…

mmkl ≥+= 磁量子数 m = 0, ±1, ±2…. ±l



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

利用归一化条件确定待定的常数：

i 从 0 还是 1 开始，取决于 k－|m| 是奇数还是偶数

∑
−

=
=

=Θ
ml

i
i

i
i

m
lm a

...3,1
,..2,0

cos)(sin)(
或

θθθ

ii a
ii

llmimi
a ]

)2)(1(
)1()1)((

[2 ++

+−+++
=+

l -|m| = 奇数

偶数

a1, 归一化求出 a0



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

)(θlmΘ 在数学中被称为：联属勒让德函数联属勒让德函数

勒让德多项式

)(cos
)!(
)!(

2
12)(

2
1

θθ m
llm P

ml
mll

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
⋅

+
=Θ

归一化后的联属勒让德函数：

l
ml

ml
m

l
m

l w
dw
dw

l
wP )1()1(

!2
1)( 22/2 −−=

+

+



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

)(θlmΘ 是正交归一的

∫ ⋅=ΘΘ
π

δδθθ
0 '''' sin mmllmllm d



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

(5) 共同的本征函数

φθ
π

imm
l eP

ml
mll )(cos]

)!(
)!(

4
12[ 2

1

+

−+
=),( φθm

lY

)(cos
)!(
)!(

2
12)(

2
1

θθ m
llm P

ml
mll

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

−
⋅

+
=Θ

φ

π
φ im

m e
2
1)( =Φ

(球谐函数)



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

(5) 要点和讨论

2M̂ 和 zM̂ 对易，可以有共同的本征函数完备集

共同的本征函数

)()(),( , φθφθ mml
m

lY ΦΘ=

φθ
π

imm
l eP

ml
mll )(cos]

)!(
)!(

4
12[ 2

1

+

−+
=球谐函数

联属勒让德函数



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

角量子数 l=0, 1, 2 ….

磁量子数 m= 0, ±1, ±2….±l

本征方程

),()1(),(ˆ 2 φθφθ m
l

m
lz YhllYM +=

),(),(ˆ 2 φθφθ m
l

m
l mhYYM =

_

_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

mh
_

的本征值：zM̂

在一次测量中，角动量角动量 z z 分量分量只能是

mh
_

2)1( hll +
_

2)1( hll +
_

的本征值：2M̂

在一次测量中，角动量大小的平方角动量大小的平方只能是



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

球谐函数 是 和 的共同本征态zM 2M),( φθm
lY

在 描述的状态下),( φθm
lY

角动量角动量 z z 分量分量和角动量大小的平方角动量大小的平方同时有确定值

mhM z =
_

22 )1( hllM +=
_



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

若仅仅给定角量子数 l

m
lY 中的 m = -l, l+1, …., +l, 有2l+1种可能取值

2M̂ 的每个本征值是2l+1重简并的。



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

)()(),( φθφθ mlm
m

lY ΦΘ= 满足正交归一化条件

∫ ∫
π π

φθθ
0

2

0 '
* sin' ddYY m

l
m

l

'' mmll δδ ⋅=
∫∫ ΦΦ⋅ΘΘ=

ππ
φθθ

2

0 '
*

0 ''
* sin dd mmmllm



3. 和和 本征值和共同本征函数本征值和共同本征函数zM̂ 2M̂

在
m

lY 描述的共同本征态下，

2M和zM 同时确定

xMyM 不能准确确定(l=0的情况除外) 和



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-8 类氢原子



类氢原子是两粒子问题

类氢原子＝1个原子核 + 1个电子

两粒子问题可以约化为一粒子问题



1. 经典力学中两粒子问题的处理经典力学中两粒子问题的处理

一个粒子的位置： zkyjxir
vvvv

++=

速度：
dt
rdv
v

v
=

dt
dzk

dt
dyj

dt
dxi

vvv
++=

vv v
=

222

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

dt
dz

dt
dy

dt
dx

动能：

2
2

2
1

2
1

dt
rdmmvT
r

==

dt
rdv
v

=
dt
rd v

≠



1. 经典力学中两粒子问题的处理经典力学中两粒子问题的处理

（相互作用的势能与粒子间的相对位置有关）

势能=V(x1,y1,z1; x2,y2,z2)

【图】两粒子体系(彼此间有相互作用力)



1. 经典力学中两粒子问题的处理经典力学中两粒子问题的处理

两粒子体系的运动

整体运动：体系抽象成一个质点

质心(m1+m2) 作匀速直线运动 (平动)
整个体系没有受到外力的作用

相对运动：将坐标系原点设在质心上

距离发生变化 (振动)

方向发生变化 (转动)



1. 经典力学中两粒子问题的处理经典力学中两粒子问题的处理

1r
r

2r
r

R
v

rv

两粒子体系的能量

VTTE ++= 21 )(
2
1

2
1

12

2
2

2

2
1

1 rrV
dt
rd

m
dt
rd

m vv
vv

−++=

12 rrr vvv
−=相对位置

21

2211

mm
rmrm

R
+
+

=
vvv

质心位置⎩
⎨
⎧

r
mm

m
Rr vvv

21

2
1 +

−=

⎩
⎨
⎧

r
mm

m
Rr vvv

21

1
2 +

+=

)(
2
1)(

2
1 2

21

21
2

21 rV
dt
rd

mm
mm

dt
Rdmm v

vv

+
+

++=



1. 经典力学中两粒子问题的处理经典力学中两粒子问题的处理

质心的位置

总质量

两粒子体系的能量:

①

2

21 )(
2
1

dt
Rdmm
v

+ 代表整体平动的动能 (常数，可不考虑)

)(
2
1 2

21

21 rV
dt
rd

mm
mm v

v

+
+② 代表相对运动的能量

假设假设有一个质量为 的粒子，势能服从函数
21

21

mm
mm

+
=µ?

其能量 = ? 能量 = ②式

)(rV v



1. 经典力学中两粒子问题的处理经典力学中两粒子问题的处理

结论：

两粒子的运动 ＝ 整体平动 + 相对运动(振动、转动)

整体平动：能量为常数，研究体系的内部结构时可不予考虑

相对运动：能量等价于一个质量为µ 、在势场V中运动的粒子的能量

)(
2

2

rV
p

E
r

+=
µ
µ

21

21

mm
mm

+
=µ ((约化质量约化质量))

势能势能 : : 和粒子间的势能具有相同的函数形式)(rV
r



2. 两粒子体系的哈密顿算符两粒子体系的哈密顿算符

(1) 拉普拉斯算符的球极坐标表达式 _

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

)
sin

1ctg(12
2

2

22

2

22

2
2

ϕθθ
θ

θ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
rrrr

2
222

2
2 ˆ12 M

hrrrr
−

∂
∂

+
∂
∂

=∇

(利用笛卡尔坐标和球极坐标的变换关系)

2

2ˆ

h
M

−

_
_



2. 两粒子体系的哈密顿算符两粒子体系的哈密顿算符

)(
2

2

rV
p

E
r

+=
µ
µ

(2) 两粒子相对运动的哈密顿算符

)(
2

ˆˆ
2

rV
p

H v
+=

µ
µ ),,(

2
2

2

φθ
µ

rVh
+∇−=

_

),,(ˆ
2

1)2(
2

ˆ 2
22

22

φθ
µµ

rVM
rrrr

hH ++
∂
∂

+
∂
∂

−=

(代入拉普拉斯算符的表达式)

(物理量和算符的对应关系)

_



2. 中心力场问题中心力场问题

(1) 中心力场

作用力 F ：仅仅与距离 r 有关

与角度θ、φ无关

呈球形对称

点电荷形成的静电场：中心力场

电偶极子形成的静电场：非中心力场

中心力场中，势能 V 与角度θ、φ无关

),,( φθrVV = )(rVV =



2. 中心力场问题中心力场问题

(2) 中心力场中 的对易关系zMMH ˆ,ˆ,ˆ 2

]ˆ,ˆ[ 2MH

中心力场的势能只和 r 有关

算符自身可对易
不含 r

只对 r 起作用

可与任何不含 r 的算符对易

[ ]222
2

2
2

22
ˆ),(ˆ,ˆ

2
1ˆ),2(

2
MrVMM

r
M

rrr
h

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

−=
µµ

_

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

∂
∂

+
∂
∂

−= 22
22

22
ˆ),,,(ˆ

2
1)2(

2
MrVM

rrrr
h

φθ
µµ

_

0]ˆ,ˆ[ 2 =MH



2. 中心力场问题中心力场问题

]ˆ,ˆ[ zMH

0]ˆ,ˆ[ 2 =zMM (见角动量一节)

[ ]zzz MrVMM
r

M
rrr

h ˆ),(ˆ,ˆ
2

1ˆ),2(
2

2
22

22

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

−=
µµ

_

0]ˆ,ˆ[ =zMH



2. 中心力场问题中心力场问题

zMMH ˆ,ˆ,ˆ 2

结论 1 ：

彼此两两对易，有共同的本征函数完备集

在中心力场中，

),,( φθψψ r=共同的本征函数

ψψ EH =ˆ

ψψ 22 )1(ˆ hllM += l=0,1,2…

ψψ mhM z =ˆ m=-l,-l+1, …., l

_

_



2. 中心力场问题中心力场问题

(3) 共同本征函数的一般形式zMMH ˆ,ˆ,ˆ 2

？

),()( ϕθm
lYrR ⋅ 仍是 zMM ˆ,ˆ 2

的共同本征函数吗？

zMM ˆ,ˆ 2
的共同本征函数：球谐函数 ),( ϕθm

lY

那么，

！ 是。〔 不含r，因此R(r)可视为常数〕zMM ˆ,ˆ 2

),()( ϕθψ m
lYrR=

称为：径向因子径向因子

共同本征函数：



2. 中心力场问题中心力场问题

[ ] [ ]),()(),()()(ˆ
2

1)2(
2

2
22

22

φθφθ
µµ

m
l

m
l YrREYrRrVM

rrrr
h
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⎣

⎡
++

∂
∂
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∂
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−
_

(4) 径向方程

ψψ EH =ˆ

(代入 和 的表达式)Ĥ ψ

[ ] [ ]),()(),()()(
2

)1()2(
2 2

2

2

22

φθφθ
µµ

m
l

m
l YrREYrRrV

r
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rrr
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⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+

∂
∂

+
∂
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−

〔算符只含r，两边可消去 〕),( φθm
lY

_ _

)()()](
2

)1()2(
2

[ 2

2

2

22

rERrRrV
r

hll
rrr

h
=+

+
+

∂
∂

+
∂
∂

−
µµ

_ _

ψψ 22 )1(ˆ hllM +=
_

径向方程径向方程



2. 中心力场问题中心力场问题

结论 2 ：

在中心力场中，

)(rR
球谐函数

的共同本征函数是zMMH ˆ,ˆ,ˆ 2 径向因子
的乘积),( ϕθm

lY

)(rR 满足径向方程

)()()](
2

)1()2(
2

[ 2

2

2

22

rERrRrV
r

hll
rrr
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+
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∂
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µµ

_ _



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

(1)
两粒子问题

(一个电荷为+Ze 的原子核) + (一个电子)

真空电容率

相对运动的哈密顿算符

mm
mm

mm
e

Ne

Ne =≈
+

=µ (电子质量)

VhH +∇−= 2
2

2
ˆ

µ

_

r
Ze

m
hH

0

2
2

2

42
ˆ

πε
−∇−=

_

r
Zeh

0

2
2

2

42 πεµ
−∇−=

_



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

只与r有关，是中心力场中心力场势能
r

ZeV
0

2

4πε
−=

),()(),,( ϕθϕθψ m
lYrRr =

)()(]
42

)1()2(
2

[
0

2

2

2

2

22

rERrR
r

Ze
r

hll
rrrm

h
=−

+
+

∂
∂

+
∂
∂

−
πεµ

)(rR 满足径向方程

_ _



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

(2) 非束缚态 (E≥0)

电子的动能大于势能的绝对值

电子脱离原子核的束缚

非束缚态非束缚态

VTVTE −=+=能量：能量： 0≥
任何非负的能量都是允许的 (连续)

波函数波函数：又称连续谱波函数连续谱波函数

单值、连续、有限，但不是平方可积的

如果不特殊声明，原子状态均指束缚态束缚态



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

(2) 束缚态 (E<0)

玻尔半径

能量，待解

解径向方程，可得到级数形式的通解

∑
∞

=

−=
0

)(
i

i
i

crl rberrR

l：角量子数 2
0

08
ea

E
c

πε
−=

ii b
lii

a
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⎥
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++
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=+ )22)(1(

2)1(2
0

1系数 bi 满足递推关系式



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

利用边界条件得到能量本征值 E：

通解是无穷级数，而 R(r) 应该保持有限

ii b
lii

a
Zlic

b

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++

−++
=+ )22)(1(

2)1(2
0

1

令i=k 时，递推关系式中系数 bk前的表达式=0

bk+1=0 bk+2=bk+3bk+4=….0 级数在 k 项后中断



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

0
)22)(1(

2)1(2
0 =
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⎢
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2
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2
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a
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Eπε

1++= lkn定义
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8 n
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a
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πε



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

主量子数

R=-13.6eV (RydbergRydberg常数常数)

2

2

00

2

8 n
Z

a
eE ⋅−=

πε
能量本征值

2

2

n
ZR−=

k, l = 0,1,2… 主量子数 n ≥1

11 −≤−−= nknl角量子数
1++= lkn



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

利用归一化条件确定待定的常数：

∑
=

−

=
k

i

i
i

na
Zr

l
nl rberrR

0

0)(

∑
−−

=

−

=
1

0

0

ln

i

i
i

na
Zr

l rber

将能量代入通解，且级数在第 k=n-l-1 项后中断

ii b
lii
nli

na
Zb ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

−++
=+ )22)(1(

)1(2

0
1系数满足：

(若知道 b0，可确定所有系数)

(b0 可以通过归一化条件确定 )



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

Rnl(r)在数学中被称为：联属拉盖尔函数联属拉盖尔函数

0

2
na
Zr

=ρ

联属拉盖尔多项式

归一化后的联属拉盖尔函数：

)(]
])![(2

)!1()2[()( 1222
1

3
3

0

ρρ
ρ

+
+

−

+
−−

−= l
ln

l
nl Le

lnn
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ZrR

∑
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+
+ ++−−−

−
+−=

1

0

212
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i
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ln ililni
lnL ρ
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3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

Rnl(r) 是正交归一的

0∫
∞

''
2

''
*

llnnlnnl drrRR δδ ⋅=



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

完全的束缚态波函数

),()(),,( φθφθψ m
lnlnlm YrRr ⋅=

)()()( φθ mlmnl rR Φ⋅Θ⋅=

φ

π
θ im

lmnl erR
2
1)()( ⋅Θ⋅=



3. 类氢原子的波函数和能级结构类氢原子的波函数和能级结构

类氢原子的能级结构

非束缚态的能级是连续的

束缚态的能级是分立的

2

2

n
ZRE −=



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(1) 量子数

2

2

n
ZRE −=

② 角量子数 l=0,1,…,n-1，决定轨道角动量的大小

hllM )1( +=
③ 磁量子数m=-l, -l+1, …, l，决定轨道角动量沿 z 轴的分量

mhMz =

l和m也决定着
轨道角动量与 z 轴的夹角

)1(
cos

+
==

ll
m

M
M zθ

① 主量子数 n=1,2,3…，决定能量

束缚态波函数ψnlm与三个量子数有关：

_

_



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论
(2) 能级的简并性

束缚态束缚态的分立能级

给定n的值

l=0, 1, 2, …, n-1

m＝-l, -l+1, …, +l对每个l，m有(2l+1)个可能取值

l有n个可能取值

2
1

0

12 nl
n

l

=+∑
−

=

2

2

n
ZRE −=给定n的值

可能的(n,l,m)共有

有n2个线性独立的ψnlm

能量 确定

能量是n2重简并的，即能级的简并度=n2



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

非束缚态非束缚态的连续能级

能量连续变化，没有主量子数

l的数量没有限制

能量是无限重简并的



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(3) 束缚态波函数的标记

s   p  d   f   g  h  i   k
1   2  3  4   5  6  7  8角量子数 l

标记符号

( 从 g 以后按字母顺序，但不用 j ) 

12121 −
⇔− pψψ【例】

02210 pψψ ⇔

12211 pψψ ⇔ s2200 ψψ ⇔

s态的 l 为0
m 一定为0
s态没必要标出 m 的值。



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(4) 束缚态波函数的正交归一性

∫ ∫ ∫ ∫
∞

⋅=
0 0

2

0

'
'

*2
''

*
'''

* sin
π π

φθθτψψ ddYYdrrRRd m
l

m
llnnlmlnnlm

''' mmllnn δδδ ⋅⋅=
∫ ∫∫

∞
ΦΦ⋅ΘΘ⋅=

0

2

0 '
*

0 ''
*2

''
* sin

ππ
φθθ dddrrRR mmmllmlnnl

束缚态波函数构成一个完备集吗？

！ 否，束缚态波函数不是 的全部本征函数

全部的能量本征函数中还包括非束缚态波函数

Ĥ



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(5) 波函数的物理意义

φθθφθτψ ddrdrYrRd m
lnlnlm sin),()( 222

=

代表在

的一个无限小的体积元 dτ 内找到电子的几率

r→r + dr, θ→θ + dθ, φ→φ + dφ

【例】

∫ ∫ ∫
2

1

2

1

2

1

sin),()( 22r

r

m
lnl ddrdrYrR

θ

θ

φ

φ
ϕθθϕθ

代表在

的空间范围内找到电子的几率

r1→r2, θ1→θ2, φ1→φ 2



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(6) 径向分布函数

球谐函数是归一的

对所有角度的几率加和(积分)

球壳内找到电子的几率

∫ ∫⋅=
π π

φθθ
0

2

0

222 sin ddYdrrR m
lnl

∫ ∫
π π

φθθ
0

2

0

22
sin ddrdrYR m

lnl

drrRnl
22=



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

代表在半径 r 处的球壳内找到电子的几率drrrRnl
22 )(

22 )()( rrRrD nl=

定义定义：：径向分布函数

( 半径为r处单位厚度的球壳内找到电子的几率 )



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

【特例】ns 波函数 ( l=0，m=0 )

20
0

22 YRnsns ⋅=Ψ

π2
10

0 =Y

22 4 nsnsR Ψ⋅= π
224)( nsns rrD ψπ=

π4
122

nsns R=Ψ



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(7) 角度分布函数

立体角 dΩ 范围内找到电子的几率

径向因子是归一化的

对所有距离上的几率加和(积分)

∫
∞

⋅=
0

222
sin drrRddY nl

m
l φθθ

∫
∞

0

22
sin φθθ ddrdrYR m

lnl

ϕθθ ddrdY m
l sin

2
=

Ω= dY m
l

2

φθθ ddrdd sin=Ω



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

代表在立体角dΩ 内找到电子的几率ΩdY m
l

2
),( φθ

定义定义：：角度分布函数

2
),( φθm

lY

[ 在(θ,φ)方向上的单位立体角内找到电子的几率 ]



φ

π
φ im

m e
2
1)( =Φ

实函数

(8) 实波函数和复波函数

mlmnlnlm R Φ⋅Θ⋅=ψ

若 m=0，Φm =

若m≠0，波函数为复函数

若 m≠0，Φm为复函数复函数
π2

1

⎩
⎨
⎧

？ n=3 时，相应的波函数有几个？其中有几个实函数？ ！ 9，3

4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

得到实波函数的方法

若 l=3, 则 m = 3
-3

2
-2

1
-10

m ≠ 0 时，有一个 m+ , 必有一个 m−

)(
2

1
mnlmnl −+ψψ

)(
2

1
mnlmnli −−ψψ

mnlψ mnl −ψ将 和 (m≠0) 按如下方式进行线性组合：

⎩
⎨
⎧ 即，两个本征态进行叠加



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

)(
2

1
mnlmnl −+ψψ

)cos(1
φ

π
mR lmnl ⋅Θ=

)
2
1

2
1(

2
1 φφ

ππ
mimi

lmnl eeR −+Θ=

)(
2

1
mnlmnli −−ψψ

)sin(1
φ

π
mR lmnl ⋅Θ=

)
2
1

2
1(

2
1 φφ

ππ
mimi

lmnl eeR
i

−−Θ=



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

mnlψ mnl −ψ和 (m≠0) 组合的结果相当于：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=Φ
− φ

φ

π

πφ
mi

mi

e

e

2
1
2
1

)(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=Φ
)sin(1

)cos(1

)(
φ

π

φ
πφ

m

m替换为

虚函数 实函数



)(
2

1
mnlmnl −+ψψ

)(
2

1
mnlmnli −−ψψ⎩

⎨
⎧ 仍然是 的共同本征态吗？zMMH ˆ,ˆ,ˆ 2

4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

？

和 的本征值相同，都是 (简并波函数)

简并波函数的线性组合仍然是 的本征函数，本征值不变

mnlψ mnl −ψ
2

2

n
ZR−Ĥ

和 的本征值相同，都是

仍然是 的本征函数

mnlψ mnl −ψ2M̂ 2)1( hll +
_

Ĥ

2M̂

和 的本征值不同，分别是 和

组合后不再是 的本征函数

mnlψ mnl −ψzM̂ hm+
_

hm−
_

zM̂

_



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

)(
2

1
mnlmnl −+ψψ【证明】 不是 的本征函数zM̂

( )mnlzmnlz MM −+= ψψ ˆˆ
2

1

( )mnlmnl mm −−= ψψ
2

1

( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= − mnlmnlm ψψ

2
1

( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅≠ − mnlmnl ψψ

2
1

常数

( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ − mnlmnlzM ψψ

2
1ˆ



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

)(
2

1
mnlmnl −+ψψ

)(
2

1
mnlmnli −−ψψ⎩

⎨
⎧

！ 实波函数

不是 的共同本征态zMMH ˆ,ˆ,ˆ 2

但仍然是 的共同本征态2ˆ,ˆ MH



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

)(
2

1
11 22 −

+ pp ψψ【例】

φθ
π

cossin)(
24
1

022
5

0

a
Zr

re
a
Z −

=

xe
a
Z a

Zr

022
5

0

)(
24
1 −

=
π

由于式中含有x，该实波函数记作 2px



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

实函数和复函数的对应:

原本就是实函数

p0 p±1

pz px py

d0 d±1 d±2

dz2 dxz dyz Dx2-y2  dxy

f0 f±1 f±2 f±3

fz3 dxz2  dyz2 d(x2-y2)z  dxyz dx3  dz3



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

【练习题】

利用 和 的正交归一性，mnlψ mnl −ψ

证明：组合得到的两个实波函数是正交归一的



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

(9) 实波函数的节面

节面节面： 的面0),,( ＝φθψ r

(在节面上，粒子出现的几率为零)

任何一个因子等于0，均可使波函数为0

)()()(R),,( φθφθψ Φ⋅Θ⋅rr ＝

径向节面 (Rnl=0)

角度节面:
θ 节面 (Θlm=0)
φ节面 (Φ=0)



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

① 径向节面

∑
−−

=

−

=
1

0

0)(
ln

i

i
i

na
Zr

l
nl rberrR (径向因子的级数解)

0=lr

00 =
−

na
Zr

e

0
1

0

=∑
−−

=

ln

i

i
i rb

0=r

∞=r

有(n-l+1)个解

0)( =rRnl

除去原点和无穷远，有(n-l-1)个 r 值使得 Rnl(r)=0



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

R(r)=0 r

径向节面数径向节面数：n-l-1 

径向节面的形状径向节面的形状：球面



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

② φ节面

πππ
φ φ

2
1

2
1

2
1)( 0 ===Φ ee im

若 m = 0 没有节面

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=Φ
)sin(1

)cos(
1

)(
φ

π

φ
πφ

m

m

若 m ≠ 0

= 0

= 0

m
k
2

)12( π
φ

+
=

m
kπ

φ =

12...2,1,0 −= mk
πφ 20 <≤

( 2|m|个值 )



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

有2|m|个φ值，使得 Φ(φ)=0

φφ 节面数节面数： |m|

(也适用于 m＝0 的情况)

φφ 节面的形状节面的形状：

平面 (通过z轴)



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

③ θ节面

θθ节面数节面数： l-|m|

θθ 节面的形状节面的形状：

圆锥面 (以z轴为轴线)

(证明较复杂，略)

z

x

y

( xy )

或xy平面



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

径向节面数：n-l-1

θ 节面数：l-|m|
φ节面数： |m| 角度节面数: l

总节面数：n-1



4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论

φθθ
π

coscossin
4
15【例】某个实波函数的角度因子为

(a) θ节面和φ节面数是多少？ (b) l, |m| =？

0coscossin4/15 =φθθπ

φ = π/2, 3π/2

0cos =φ 0cossin =θθ

θ= 0,  π/2

yz平面

(θ=0代表z轴，已包含在yz平面中)

xy平面

|m|=1
l-|m|=1 l=2

l=2
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【例】某个实波函数的径向因子为

(a) 径向节面数是多少？ (b) n-l =？

4.类氢原子的能级和束缚态波函数的讨论
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681

4)( 0

0

2
5

0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
a
Zr

e
a

rZr
a
ZrR

r 的最高次幂为1：径向节面数为1

n-l-1=1 n-l=2



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-9 类氢原子束缚态波函数的图形



1. 波函数的图形波函数的图形

因变量
3个自变量

ψ(r,θ,φ) 4维图像

作为替代，可以分别对 作
二维图像

三维图像

)(rR

)()( φθ Φ⋅Θ



1. 波函数的图形波函数的图形

(1) 径向因子R(r)的曲线图

)
(

)
(

23

0

r
R

aZ
⋅

−

r
a
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0

02
3

0
1 )(2)( a

Zr

s e
a
ZrR

−

=

nn=1 =1 



1. 波函数的图形波函数的图形

nn=2 =2 
)

(
)

(
23

0

r
R

aZ
⋅

−

r
a
Z

0

02

0

2
3

0
2 )

2
1()(

2
1)( a

Zr

s e
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Zr
a
ZrR

−
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nn=3 =3 

1. 波函数的图形波函数的图形

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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03
2

0
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3 )
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3
21()(
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2)( a

Zr

s e
a
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ZrR

−
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03
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0
3 )

6
1()(
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8)( a

Zr

p e
a

Zrr
a
ZrR

−

−=

0322
7

0
3 )(

3081
4)( a

Zr

d er
a
ZrR

−

=

每个节点对应着波函数的一个径向节面，节点数=n-l-1

其它态：R(0) = 0s态：R(0) ≠ 0



1. 波函数的图形波函数的图形

(2) 角度因子[ΘΦ]的图形表示

① 在球极坐标系中作三维图 (ΘΦ ⎯ θ,φ 图)

给定一对 θ, φ 值

确定了一个方向 确定了一个ΘΦ值

在该方向上描出一点，点到原点的距离为|ΘΦ|



1. 波函数的图形波函数的图形

θ

φ

ΘΦ

z

x

y



1. 波函数的图形波函数的图形

？ 为什么化学中常常采用实波函数？

m≠0 时， 和 的绝对值相等),( φθm
lY ),( φθm

lY −
！

)(
2
1

2
1)( θ

ππ
θ φ

lm
mi

lm e Θ=Θ

)(
2
1

2
1)( θ

ππ
θ φ

lm
mi

lm e Θ=Θ −

和 的角度因子图形相同),( φθm
lY ),( φθm

lY −



1. 波函数的图形波函数的图形

【例】p1和p-1：角度因子图相同

θ
π

φθφθ sin
8
3),(),( 1

1
1

1 ＝−+ = YY



1. 波函数的图形波函数的图形

作图采用的是绝对值 ΘΦ

角度因子图中还需要用 “+、-” 标出各部分曲面对应的函数值符号。



1. 波函数的图形波函数的图形

ss态态

π
φθ

4
1),(0

0 =Y

s



1. 波函数的图形波函数的图形

pp态态

θ
π

φθ cos
4
3),(0

1 =Y

pz (p0) 



1. 波函数的图形波函数的图形

φθ
π

φθφθ cossin
4
3)],(),([

2
1 1

1
1

1 =+ −YY φθ
π

φθφθ sinsin
4
3)],(),([

2
1 1

1
1

1 =− −YY
i

px py



1. 波函数的图形波函数的图形

dd态态

)1cos3(
16

5),( 20
2 −= θ

π
φθY

)( 0z 2 dd



1. 波函数的图形波函数的图形

φθθ
π

φθφθ coscossin
4
15)],(),([

2
1 1

2
1
2 =+ −YY φθθ

π
φθφθ sincossin

4
15)],(),([

2
1 1

2
1
2 =− −YY

i

xzd yzd



1. 波函数的图形波函数的图形

x
y

z
的节面

φθ
π

φθφθ 2sinsin
16
15)],(),([

2
1 22

2
2

2 =− −YY
i

φθ
π

φθφθ 2cossin
16
15)],(),([

2
1 22

2
2

2 =+ −YY

xyd 22 yxd −



1. 波函数的图形波函数的图形

② 在平面极坐标系中作二维剖面图

φ = 0 或 π

φ = π/2 或 3π/2

θ = π/2

(有一个角度变量固定)

xz 平面

剖面： yz 平面

xy 平面

以另外一个角度为变量，做出平面曲线图，

曲线上一点到原点的距离为|ΘΦ|



1. 波函数的图形波函数的图形

剖面的选择：

函数符号不含x,y,z

可以选择任何一个平面

如 s 态

如 px态函数的符号只含有x,y,z之一

可以选择含有该轴的任何平面

如dyz函数的符号中含有两个坐标

选择同时通过两个坐标轴的平面



1. 波函数的图形波函数的图形

【思考】对于如下角度因子剖面图

哪个角度的值是固定的，值为多少？ (φ = 0,π )

( z )另外一个角度是连线和哪个轴的夹角？



1. 波函数的图形波函数的图形



1. 波函数的图形波函数的图形



1. 波函数的图形波函数的图形
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_ _



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图

(1) 径向分布图

用径向分布函数
22 )()( rrRrD nl=

对 r 作图



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图
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2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图
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2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图
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2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图

径向分布函数的数值总是大于或等于0 

s态：
径向因子 R(0) ≠ 0

径向分布函数 D(0) = R (0)2 ⋅ 02 = 0



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图

(2) 角度分布图

若用角度分布函数 对(θ,φ) 在极坐标系中作图
2

),( φθm
lY

2
),( φθm

lY −
2

),( φθm
lY +

和 的图形将会相同

需要将球谐函数中的Φ因子替换为实函数，再作图。



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图

角度分布函数的值：在(θ,φ)方向上的单位立体角内找到电子的几率。

曲面上的点离原点的距离越远

角度分布函数值越大

该方向上电子出现的几率越大

角度分布函数角度分布函数值总是大于或等于0
不需要象角度因子图角度因子图那样标正、负号



2. 径向分布图和角度分布图径向分布图和角度分布图

波函数的形状由径向因子径向因子和角度因子角度因子共同决定

均不代表类氢原子波函数的形状

径向因子图

角度因子图

径向分布图

角度分布图



3. 几率密度的等值面图几率密度的等值面图

(1) 几率密度的等值面图

空间画出一系列等值面：

对于一个等值面上的点，几率密度|ψ|2相等，

相应的，|ψ|也相等

(类似于地图的等高线图)



3. 几率密度的等值面图几率密度的等值面图

等值面图的作法：

常数=),,( φθψ r令

指定了 (r,θ,φ)中的任意两个，由此可确定另一个

在球极坐标系中描点(r,θ,φ)

大量点连接成平滑曲面，即得一个等值面



3. 几率密度的等值面图几率密度的等值面图

(2) 界面图 (特定的等值面)

cr =),,( φθψ
c: 特定值

使得在等值面内，找到电子的几率为0.9 

9.02 =∫ τψ dV (V: 等值面所包围的体积)

界面图代表波函数的形状







x

z 3dz2

+

-

+



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-10 轨道磁矩



1. 轨道磁矩的经典物理表达式轨道磁矩的经典物理表达式

磁偶极 (小的平面电流回路)

电偶极

矢量：磁偶极矩 (磁矩, µ)

+q -q
矢量：电偶极矩

产生电场

产生磁场

数学形式相同

只是电偶极矩变成磁偶极矩



1. 轨道磁矩的经典物理表达式轨道磁矩的经典物理表达式

线动量矢量

位置矢量

电荷做轨道运动
轨道半径：r
速度：v

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

pr
mc
q rrr

×=
2

µ

质量：m
电荷：q

磁矩：

角动量矢量

M
mc
q r

2
=



1. 轨道磁矩的经典物理表达式轨道磁矩的经典物理表达式

假设：电子做轨道运动

磁矩

M
cm

e

e

rr

2
−

=µ

磁矩的大小 轨道运动的磁旋比

M
cm

e

e2
=µ

磁矩的 z 分量

z
e

z M
cm

e
2

−
=µ



2. 电子轨道磁矩的量子力学算符电子轨道磁矩的量子力学算符

根据物理量和算符的对应关系

轨道磁矩平方的算符

222 ˆ)
2

(ˆ M
cm

e

e

=µ

轨道磁矩 z 分量的算符

z
e

z M
cm

e ˆ
2

ˆ −
=µ



2. 电子轨道磁矩的量子力学算符电子轨道磁矩的量子力学算符

能量本征函数(定态波函数) ψnlm 也是 和 的本征函数
2µ̂ zµ̂

nlmψµ 2ˆ nlm
e

M
cm

e
ψ2

2

ˆ
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

nlm
e

hlll
cm

e
ψ2

2

)(
2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

_

nlmzψµ̂ nlmz
e

M
cm

e
ψˆ

2
−

=

nlm
e

mh
cm

e
ψ

2
−

=
_

〔证〕

定态下，轨道磁矩平方和 z 分量有确定值



2. 电子轨道磁矩的量子力学算符电子轨道磁矩的量子力学算符

定态下，

玻尔磁子：

轨道磁矩的 z z 分量分量为：

轨道磁矩的大小大小为：

hll
cm

e

e

)1(
2

+⋅=µ
_

Bll µ)1( +=

mh
cm

e

e
z ⋅−=

2
µ

_

h
mc
e

B 2
=µ

1-27 TJ10274.9 ⋅×= −

_

Bmµ−=



2. 电子轨道磁矩的量子力学算符电子轨道磁矩的量子力学算符

* * 塞曼效应：塞曼效应：

对原子外加一个磁场

电子的轨道磁矩和外磁场相互作用

原本能量简并的一组定态可能会分成几组能量不同的状态

原来简并能级分裂为几个能级

光谱谱线发生了分裂

原子的能量发生变化



2. 电子轨道磁矩的量子力学算符电子轨道磁矩的量子力学算符

赛曼效应导致氢原子能级和光谱线分裂赛曼效应导致氢原子能级和光谱线分裂

n=1

n=2
2s

1s

2p-1,0,+1

跃迁产生辐射

v : 光子频率

无外磁场

v’

2p+1

2s 2p0n=2
2p-1

v
v’’

1sn=1

有外磁场



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-11 多电子原子



1. 无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系

(1) 无相互作用的多粒子体系

V 中运动设体系中有2个粒子，在势场

若粒子间无相互作用

每项只和一个粒子有关，是单粒子单粒子算符

[ ] [ ])()( 2211 qVTqVTE +++=

21
ˆˆˆ HHH +=

无相互作用 N 粒子体系：

NHHHH ˆˆˆˆ
21 +++= L

哈密顿算符可分解为 N 个单粒子算符的加和



1. 无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系

两个电子之间的静电作用能例如：

r
eV

0

2

4πε
= 2

12
2

12
2

12 )()()( zzyyxxr −+−+−=

V’ 不能分解成两项加和

),,(),,(' 222111 zyxfzyxfV +≠

此项同时和两个粒子有关，双粒子算符双粒子算符

[ ] [ ] ),(')()( 212211 qqVqVTqVTE ++++=
若粒子间有相互作用，且相互作用的势能为V’

),('ˆˆˆˆ
2121 qqVHHH ++=



1. 无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系

(2) 无相互作用的多粒子体系的能量和波函数

21
ˆˆˆ HHH +=

无相互作用的两粒子体系

薛定谔方程

( ) ),(),(ˆˆ
212121 qqEqqHH ψψ =+



1. 无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系

如果各个单粒子算符分别有如下本征方程

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=
⋅=

)()(ˆ
)()(ˆ

222222

111111

qEqH
qEqH

ψψ
ψψ

则

21
ˆˆˆ HHH +=

)()( 2211 qq ψψ ⋅

21 EE +
分别为 的本征函数和本征值



【证明】

1. 无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系

( )[ ])()(ˆˆ
221121 qqHH ψψ+

[ ] [ ])()(ˆ)()(ˆ
2211222111 qqHqqH ψψψψ +=

[ ] [ ])(ˆ)()(ˆ)( 2221111122 qHqqHq ψψψψ +=

(单粒子算符只和一个粒子的坐标有关)

[ ] [ ])()()()( 2221111122 qEqqEq ψψψψ +=

[ ] [ ])()( 221121 qqEE ψψ⋅+=

此结果可推广到无相互作用的 N 粒子体系



1. 无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系

结论结论：

无相互作用的 N 粒子体系的处理：

先解单粒子的薛定谔方程

)()(ˆ
111111 qEqH ψψ ⋅=

LLL

)()(ˆ
NNNNNN qEqH ψψ ⋅=多粒子问题

转变成

实质：分离变量法对于整个多粒子体系单粒子问题

NHHH ˆˆˆ
1 ++= L

)()(),,( 11 NN qqqq ψψψ LL =

NEEE ++= L1

),,(),,(ˆ
1111 qqEqqH LL ψψ ⋅=



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

(1) 多电子原子的总能量

多电子原子: 11个核个核 + + NN个电子个电子

αT
),...,1( NiTi =

),...1( NiV i =α

),...,1( ijNiVij >=

核的动量

电子的动能

核对电子的吸引能

电子之间的排斥能

∑ ∑∑∑
= ≠==

+++=
N

i

N

ij
ij

N

i
i

N

i
i VVTTE

111 2
1

αα

(吸引能和排斥能都和两个粒子有关)



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

？ 为什么对多电子原子问题不能精确处理？

! 对于多电子原子

根据能量表达式可写出准确的哈密顿算符

哈密顿算符中的势能项同时和两个粒子有关

相应的薛定谔方程无法分离变量，不能精确求解

必须对问题进行简化，或者求近似解



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

(2) 第一个近似处理：核固定近似核固定近似

处理体系内部的相对运动时，坐标原点为质心

核质量 >> 电子质量

近似认为核位于质心位置

核位于原点，静止不动

0=αT核的动能

i
i r

ZeV
0

2

4πεα −=
核对电子的吸引能

只和电子的位置有关



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

核固定近似下核固定近似下，多电子原子的的哈密顿算符

电子i 和 j 的距离

第 i 个电子的到原点的距离

第 i 个电子的拉普拉斯算符

∑∑∑∑
= >==

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇−=

N

i

N

ij ij

N

i i

N

i
i r

e
r

Ze
m

hH
1 0

2

1 0

2

1

2
2

442
ˆ

πεπε

_

第一项：电子的动能算符 (单粒子算符) 
第二项：电子与核的吸引能 (单粒子算符)

第三项：电子间排斥能，含有rij 不能转化为单电子问题处理



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

(3) 第二个近似处理：独立粒子近似独立粒子近似

各电子的相对位置不同，排斥作用不同

将每个电子和其它电子的排斥作用进行平均

平均排斥能用一个近似函数表示

),,( iiii rU φθ

函数只含单个电子坐标(单电子算符)



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

只和电子 i 的坐标有关

核固定近似和独立粒子近似下核固定近似和独立粒子近似下，哈密顿算符

∑
=

=
N

i
iH

1

ˆ

∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−∇−=

N

i
iiii

i
i rU

r
Ze

m
hH

1 0

2
2

2

),,(
42

ˆ φθ
πε

_

总的总的哈密顿算符是单电子哈密顿算符的加和

((无相互作用的多粒子体系无相互作用的多粒子体系))

),,(
42

ˆ
0

2
2

2

iiii
i

ii rU
r

Ze
m

hH φθ
πε

+−∇−=
_

每个电子在核和其它电子形成的平均势场中“独立”运动



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

独立粒子近似

无相互作用的多粒子体系

∏
=

=
N

i
iiii r

1

),,( φθψψ ∑
=

=
N

i
iEE

1

对每个电子单独处理

),,( iiii r φθψ iE

(体系的状态和总能量)

(单电子的状态和能量)



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

(4) 第三个近似处理：中心场近似中心场近似

中心场：势能函数仅仅与距离 r 有关

在中心场中运动的粒子的波函数：径向因子×球谐函数

平均排斥能 和角度有关，不是中心场),,( iiii rU φθ

),,( iiii rU φθ

)( ii rU 是中心场

对所有角度进行平均



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

中心场近似下中心场近似下，单电子波函数可表示为

径向因子

),()(),,( ii
m

liiiiii
i

i
Yrhr φθφθψ =

)()()( imimlii iii
rh φθ ΦΘ=

径向因子满足如下径向方程

)()()](
42

)1(
)2(

2
[

0

2

2

2

2

22

iiiiiii
ii

ii

iii

rhErhrU
r

Ze
mr

hll
rrrm

h
=+−

+
+

∂
∂

+
∂
∂

−
πε

_ _

与类氢原子的径向方程类似，只是势能中多了一项 )( ii rU



2. 多电子原子的近似处理多电子原子的近似处理

小结小结

多电子原子问题多电子原子问题 ((有相互作用的多粒子体系有相互作用的多粒子体系))

无相互作用的多粒子体系 ∏
=

=
N

i
iiii r

1

),,( φθψψ ∑
=

=
N

i
iEE

1

核固定近似、独立粒子近似

对个单电子分别进行处理

),()(),,( ii
m

liiiiii
i

i
Yrhr φθφθψ =

中心场近似



3. 屏蔽模型屏蔽模型

(1) 单电子哈密顿算符

),,(
42

ˆ
0

2
2

2

iiii
i

ii rU
r

Ze
m

hH φθ
πε

+−∇−=
_

有效核电荷

屏蔽常数设：

i

i
ii r

e
rU

0

2

4
)(

πε
σ

= ( σi：常数) 

i

i

i

i

i
ii r

eZ
r

e
r

ZerV
0

2

0

2

0

2

4
)(

44
)(

πε
σ

πε
σ

πε
−

−=+−=

势能函数为

势能函数的物理意义：势能函数的物理意义：由于电子间的排斥，部分抵消了核的吸引



3. 屏蔽模型屏蔽模型

(2) 单电子能量

i

i

r
eZ

0

2

4
)(

πε
σ−

−

单电子的势能函数

r
Ze

0

2

4πε
−

类氢原子的势能函数
相似

单电子能量 类氢原子的能量改变核电荷

2

2)(

i

i

n
Z

R
σ−

− 2

2

n
ZR−



3. 屏蔽模型屏蔽模型

(3) 单电子波函数

和类氢原子相同，只是用有效核电荷替换核电荷Ｚ

每个单电子波函数用 3 个量子数标记：( ni li mi )



3. 屏蔽模型屏蔽模型

(4) 关于单电子能量的讨论

n 相同

l 越小，峰的数目越多

靠近核的峰钻得深

受到的屏蔽作用小，能量低

如：E3s<E3p<E3d



3. 屏蔽模型屏蔽模型

l 相同

n 越小，主峰离核越近

受到的屏蔽作用小，能量低

如：E1s<E2s<E3s

多电子原子中，一个电子的能量不仅仅与n有关，还与l有关



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-12 电子自旋



1.电子自旋问题的实验基础

(1) 斯特恩-盖拉赫实验

基态氢原子通过磁场会发生偏转

基态氢原子：1s (n=1, l=0)

轨道磁矩： 0)10(0 =+= Bµµ

原子束的偏转不是由于轨道磁矩和外磁场的作用引起的



1.电子自旋问题的实验基础

(2) 电子“自旋”的提出

乌伦贝克和哥斯密特提出：

电子还有一个自旋角动量，简称自旋。

对应于自旋角动量，有一个自旋磁矩。

自旋磁矩和外磁场有相互作用 基态氢原子发生偏转



1.电子自旋问题的实验基础

电子具有自旋(角动量) 和自旋磁矩是根据实验现象提出的假设假设

(不能认为电子在自转)

自旋是粒子自身固有的一个属性

非相对论量子力学中，自旋是一个基本假设



1.电子自旋问题的实验基础

自旋没有经典物理量与之对应

不能写出自旋算符的明确表达式

自旋算符简单地用符号表示

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

SZ

S

M
M
ˆ
ˆ 2

自旋(角动量)平方的算符

自旋(角动量) z 分量的算符



2.自旋角动量

(1) 自旋的本征方程

假设： 性质相似

本征方程

ηη 22 )1(ˆ hssM S +=
_

ηη hmM SSZ =ˆ _

共同的本征函数

η:自旋波函数

量子数

s:自旋量子数

mS:自旋磁量子数

s = 1/2 (电子)

mS = ±1/2 (电子)

SM
轨道角动量 M
自旋角动量

→

→



2.自旋角动量

(2) 自旋角动量的大小和 z 分量

自旋的大小

hhssMS 2
3)1( =+=

_ _

自旋的 z 分量

hhmM SSZ 2
1

±==
_ _



3.自旋磁矩

(1) 自旋磁矩

→
S

e
eS M

cm
eg

2
−=µ

电子的自旋磁矩

→ → M
cm

e

e2
−=µ

电子的轨道磁矩

→

g: 朗德因子

对于电子电子，ge = 2.0023 ≈ 2



3.自旋磁矩

(2) 自旋磁矩的大小和 z 分量

自旋磁矩的大小

s
e

ess M
cm

eg
2

== µµ

hss
cm

eg
e

e )1(
2

+⋅=

Be ssg µ)1( +⋅=

Bµ3=

自旋磁矩 z 分量

sz
e

esz M
cm

eg
2

−=µ

hm
cm

eg S
e

e ⋅−=
2

Bse mg µ⋅−=

Bµm=

_ _

→



4.自旋波函数

(1) 两个的自旋波函数

SZM̂ 的本征值

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

+

h

h

2
1
2
1

_

_

2个本征函数
(彼此独立) ⎩

⎨
⎧

=
β
α

η

αα hM SZ 2
1ˆ +=

SZM̂

ββ hM SZ 2
1ˆ −=

_

_

αα 22

4
3ˆ hM S =

ββ 22

4
3ˆ hM S =

_

_

2ˆ
SM



4.自旋波函数

(2) 自旋波函数的变量

通常采用自旋磁量子数 mS作为变量变量

)( Smαα = )( Smββ =

自旋波函数的值

⎩
⎨
⎧

=−
=+

0)(
1)(

2
1

2
1

α
α

⎩
⎨
⎧

=−
=+

1)(
0)(

2
1

2
1

β
β



3.自旋波函数

(3) 自旋波函数的正交归一性

对一维势箱单粒子波函数：

变量 x 在 -∞→+∞ 范围内连续变化

ijji dxxx δψψ =∫
+∞

∞−
)()(*

对自旋波函数：

)( Smα )( Smβ

变量 mS 只有两个取值：±1/2

积分应变为求和



4.自旋波函数

归一性

110)()()( 222
2

12
2

1
2/1

2/1

2
=+=++−=∑

−=

ααα
Sm

Sm

101)()()( 222
2

12
2

1
2/1

2/1

2
=+=++−=∑

−=

βββ
Sm

Sm

正交性

00110)()(
2/1

2/1

* =⋅+⋅=⋅∑
−=Sm

SS mm βα



5.自旋-轨道
(1) 类氢原子的完整波函数

电子有2种自旋状态
⎩
⎨
⎧

=
)(
)(

)(
S

S
S m

m
m

β
α

η

类氢原子的完整波函数完整波函数

)(),,( smr ηφθψ ⋅

空间波函数空间波函数 自旋波函数

考虑电子的自旋



5.自旋-轨道
忽略自旋磁矩和轨道磁矩之间的相互作用能

哈密顿算符的形式保持不变

[ ])(),,(ˆ
smrH ηφθψ

[ ]),,(ˆ)( φθψµ rHms= (哈密顿算符只和空间坐标有关)

[ ]),,()( φθψη rEms=

[ ])(),,( smrE ηφθψ=

完整的波函数仍然是能量本征函数(能量本征态、定态)

能量本征值不变



5.自旋-轨道

),,( φθψ r
(考虑自旋)

αφθψ ),,(r
βφθψ ),,(r

体系的状态数加倍

( 忽略自旋磁矩-轨道磁矩的相互作用，

考虑自旋后，体系的能量不变 )

类氢原子的能级简并度加倍：n2 2n2



5.自旋-轨道
(2) 轨道

N电子原子

∏
=

=
N

i
iiii r

1

),,( φθψψ

核固定近似，单电子近似

(体系的波函数 = 单电子空间波函数的乘积)

不考虑自旋

轨道：单电子单电子的空间波函数空间波函数

轨道能：单电子单电子的能量能量



5.自旋-轨道

每个轨道用3个量子数表征：ni li mi

ψ2s ψ2002s轨道

ψ2p1 ψ2112p+1轨道

2p 是指 3 个能量简并的轨道

2p-1 2p+1 2p0

2px 2py 2pz或者 (实函数，m无确定值)



5.自旋-轨道
(3) 自旋-轨道

N电子原子

)(),,(
1

Sii

N

i
iiii mr ηφθψψ ∏

=

⋅=

核固定近似，单电子近似

考虑自旋

自旋-轨道：单电子单电子的空间波函数空间波函数××自旋波函数自旋波函数

((单电子单电子的波函数波函数))



每个自旋-轨道用4个量子数表征：ni li mi mszi

2p+1β (2, 1, 1, -1/2)

每个轨道包含2个自旋-轨道 (自旋波函数分别为α、β)

2p 是指 6个能量简并的自旋-轨道

2p-1α 2p+1α 2p0α 2p-1β 2p+1β 2p0β



第一章 量子力学基础和原子结构

§1-13 泡利原理和行列式波函数



1.全同粒子不可分辨性

(1) 全同粒子不可分辨性

全同粒子全同粒子：质量、电荷、大小等性质完全相同的粒子。

经典力学中

全同粒子有各自的运动轨迹，可以区分

量子力学中

各个全同粒子在空间随机出现，没有轨迹，无法区分

(全同粒子不可分辨)



1.全同粒子不可分辨性

全同粒子不可分辨

多电子原子中，电子是全同粒子

两个电子互换后位置后，体系的状态保持不变

不能明确地指明哪个电子在那个轨道上

两个电子交换位置后，波函数至多乘以一个常数



1.全同粒子不可分辨性

(2) 置换算符

),...,...,...(),...,...,...(ˆ
11 NijNjiij qqqqfqqqqfP =

置换算符置换算符 的定义：ijP̂ 将函数 f 中的第 i 个和第 j 个变量进行交换

qi: 可以代表1个或多个变量

qi: xi qi: (xi, yi) qi: (xi, yi, zi)例如

),...,...,...1(),...,...,...1(ˆ NijfNjifPij =

也可以表示为



1.全同粒子不可分辨性

连续两次交换 ＝ 没有交换

),...,...,...1(),...,...,...1(ˆ 2 NjifNjifPij =

1̂ˆ 2 =ijP



1.全同粒子不可分辨性

置换算符的本征值

(本征方程)),...,...,...1(),...,...,...1(ˆ NjikfNjifPij =

),...,...,...1(),...,...,...1(ˆ 22 NjifkNjifPij =

1̂ˆ 2 =ijP

12 =k

1±=k



1.全同粒子不可分辨性

置换算符的本征函数

(本征方程)),...,...,...1(),...,...,...1(ˆ NjifNjifPij ±=

左边交换变量 右边不变

),...,...,...1(),...,...,...1( NjifNijf ±=

本征函数交换2个变量＝
函数值不变(对称的)

-1×函数值(反对称的)⎩
⎨
⎧

置换算符的本征函数必须是：对称对称或者反对称反对称的



1.全同粒子不可分辨性

2
2

2
121 ),( xxxxf +=

2
2

2
121 ),( xxxxf −=

如

是 的本征函数12P̂

2
2121 ),( xxxxf +=

不是 的本征函数12P̂



1.全同粒子不可分辨性

(3) 全同粒子体系波函数的特征

设：n 个全同粒子的体系的波函数为

),...,...,...1( njiψψ = i: 代表第 i 个粒子的 4 个坐标分量
(3个空间坐标、1个自旋坐标)

交换两个粒子，波函数相差一个常数乘因子
(全同粒子不可分辨)

),...,...,...1(),...,...,...1(ˆ NjicNjiPij ψψ =

根据置换算符的本征方程

1±=cψ 是置换算符的本征函数,

由于全同粒子不可分辨，
全同粒子体系的波函数全同粒子体系的波函数对交换任意两个粒子必须是对称对称或反对称反对称的。



2.泡利不相容原理

实验表明：对于全同粒子体系

若 粒子的自旋量子数 s 为半整数半整数

波函数对交换任意两个粒子必须是反对称反对称的

电子、质子、中子：s = 1/2

若 粒子的自旋量子数 s 为整数整数

波函数对交换任意两个粒子必须是对称对称的

π介子：s = 0



2.泡利不相容原理

泡利不相容原理泡利不相容原理 (表述1)

电子体系的波函数对交换任意两个电子必须是反对称的



3.斯雷特行列式

)()()...2()2()1()1( 2211 NN NN ηψηψηψ ⋅
多电子原子波函数(自旋-轨道的乘积)

)()()...1()1()2()2( 2211 NN NN ηψηψηψ ⋅

交换电子1和2的位置

对交换两个电子不是反对称的

(不满足全同粒子不可分辨性的要求)



3.斯雷特行列式

行列式行列式形式的多电子原子波函数 (斯雷特行列式)

)()(...)()()()(
............

)2()2(...)2()2()2()2(
)1()1(...)1()1()1()1(

!
1

2211

2211

2211

NNNNNN
N

NN

NN

NN

ηψηψηψ

ηψηψηψ
ηψηψηψ

归一化系数

)()(...)2()2()1()1(
............

)()(...)2()2()1()1(
)()(...)2()2()1()1(

!
1 222222

111111

NN

NN
NN

N
NNNNNN ηψηψηψ

ηψηψηψ
ηψηψηψ

或者



3.斯雷特行列式

交换两个电子的位置，比如交换电子1和2

)()(...)()()()(
............

)1()1(...)1()1()1()1(
)2()2(...)2()2()2()2(

!
1

2211

2211

2211

NNNNNN
N

NN

NN

NN

ηψηψηψ

ηψηψηψ
ηψηψηψ

行列式的两行发生了互换

行列式的值需乘以-1 (行列式的性质)

斯雷特行列式是反对称的

(满足全同粒子不可分辨性的要求)



3.斯雷特行列式

)()(...)()()()(
............

)2()2(...)2()2()2()2(
)1()1(...)1()1()1()1(

!
1

1111

1111

1111

NNNNNN
N

NN

NN

NN

ηψηψηψ

ηψηψηψ
ηψηψηψ

如果两个自旋-轨道相同，比如

行列式的两列相同

2211 ηψηψ =
(有2个电子占据了同一自旋轨道)

行列式的值＝0

两个电子不能占据同一个自旋-轨道 (泡利不相容原理 表述2)

(行列式的性质)
波函数不能处处为0



3.斯雷特行列式

一个自旋-轨道用 4 个量子数(ni li mi mSZi)标记

不能有两个电子占据同一个自旋-轨道

两个电子的 4 个量子数不能都相同 (泡利不相容原理表述3)



3.斯雷特行列式

【例】1s2 电子组态下所有可能的斯雷特行列式

如果一个 1s 电子占据的自旋-轨道是
1sα

则另外一个 1s 电子占据的自旋-轨道必然是

1sβ

只有一个可能的斯雷特行列式

(_)(_)1(_)(_)1
(_)(_)1(_)(_)1

!2
1

βα
βα

ss
ss

)2()2(1)2()2(1
)1()1(1)1()1(1

!2
1

βα
βα

ss
ss



3.斯雷特行列式

斯雷特行列式的缩写形式

1sα

1sβ

)2()2(1)2()2(1
)1()1(1)1()1(1

!2
1

βα
βα

ss
ss

1s

1s

ss 11

表示：1sα和1sβ两个自旋-轨道构成的斯雷特行列式



3.斯雷特行列式

【例】2s2p 电子组态下所有可能的斯雷特行列式

2s电子有 2 个可能的自旋-轨道

2sα 2sβ

2p电子有 6 个可能的自旋-轨道

2p+1α 2p+1β 2p0α 2p0β 2p-1α 2p-1β

共有2×6=12个可能的行列式



3.斯雷特行列式

)1()1(2)1()1(2
)1()1(2)1()1(2

!2
1

1

1
1 αα

αα

+

+=
ps
ps

D

或用缩写形式

11 22 += psD 12 22 += psD

03 22 psD = 04 22 psD =

15 22 −= psD 16 22 −= psD

17 22 += psD 18 22 += psD

09 22 psD = 010 22 psD =

111 22 −= psD 112 22 −= psD


